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APRESENTACAO

O interesse da edicdo do livro parte da seguinte premissa, 0 conceito de
funcdo esta presente em algumas disciplinas dos cursos de exatas e engenharias.
Destaca-se, as funcbes: 1° e 2° grau, exponencial, logaritmica, modular e
trigopnométrica. Percebe-se que as resolu¢cdes dos problemas deste livro séo
acessiveis para estudantes e professores. Dessa forma, o livro se torna um material
didatico importante sobre fungbes para os estudantes e professores.

O livro esta organizado da seguinte forma: no primeiro capitulo, apresenta-se
a introducdo, nocédo de funcéo, funcdo do 1° e 2° grau e suas aplicacbes. No
segundo capitulo, funcdo exponencial. No terceiro capitulo, funcdo logaritmica. No

quarto capitulo, funcdo modular. Por fim, no quinto capitulo, fun¢ées trigonométricas.
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CAPITULO 1 - FUNCAO

1.1 UMA INTRODUCAO PARA O ESTUDO DE FUNCAO

De acordo com Eves (2004), o matematico Gottfried Leibniz em 1694 iniciou o
estudo de funcdo. Porém, outros matematicos também se debrucaram nos estudos
ampliando a definicdo de funcdo. Uma funcéo € um caso peculiar de uma relagao.

Relacdo é um conjunto de pares ordenados, onde cada elemento do par
pertence a um dos conjuntos relacionados. Nas relagcbes nao existem restricoes
guanto a lei de correspondéncia entre os elementos dos conjuntos.

Entretanto, para as funcdes temos restricées. O conceito de funcdo é um dos
mais importantes da matemética, pois na maioria das vezes esté associada a ciéncia

experimental. Ele esta presente sempre que relacionamos duas grandezas variaveis.

O estudo das funcdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacdo entre
grandezas e modelar situagdes-problema, construindo modelos descritivos
de fendmenos e permitindo varias conexdes dentro e fora da propria
matemética (BRASIL, 2006, p.121).

Um numero qualquer usado para representar quantitativamente um fenémeno
fisico € chamado de grandeza fisica (YOUNG; FREEDMAN, 2016). A titulo de
explicacdo: comprimento, massa, tempo, corrente elétrica, temperatura, area,
volume, for¢a, presséo, trabalho, energia, calor, poténcia, carga elétrica, resisténcia
elétrica, velocidade, aceleracdo, entre outras. “Quando medimos uma grandeza,
sempre a comparamos com um padrao de referéncia. [...]. Tal padrdo define uma
unidade da grandeza” (YOUNG; FREEDMAN, 2016, p. 4, grifo do autor).

A titulo de explicacdo: o metro (m) € uma unidade de distancia, o quilograma
kg) € uma unidade de massa, 0 segundo (s) € uma unidade de tempo, o ampére (A)
€ uma unidade de corrente elétrica, O kelvin (K) é uma unidade de temperatura, 0
ohm () é uma unidade de resisténcia elétrica, o coulomb (C) é uma unidade de
carga elétrica, o newton (N) é uma unidade de forga, o joule (J) € uma unidade de
trabalho, o watt (W) é uma unidade de poténcia elétrica (YOUNG; FREEDMAN,



2016). Além disso, o quilowatt-hora (kwWh) é

energia elétrica produzida ou consumida.

A conta de energia elétrica informa todos os detalhes de relativos ao consumo
e as cobrancas realizadas ao cliente. Destaca-se: as datas de leitura (Gltima, atual e

proxima programada), o grafico com histérico de consumo, a especificacdo

das faixas de consumo, a primeira, até 150 kWh.

Na figura 1, pode-se localizar cada informacao disponivel na fatura de energia

a unidade de medida da quantidade de

elétrica da Centrais Elétricas de Santa Catarina S.A (CELESC).

Figura 1 — Modelo de conta de energia elétrica
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https://www.celesc.com.br/conta-de-energia

Quais os itens que séo cobrados na fatura de energia elétrica?

A fatura de energia elétrica traz informa¢gBes de todos os itens que séo
cobrados dos consumidores, conforme exigéncia realizada pela Agéncia Nacional de
Energia Elétrica (ANEEL). Destaca-se: a compra da energia gerada pelas usinas, a
transmissdo pelas redes de alta tensdo até chegar as subestacdes, distribuicdo nas
linhas de baixa e média tensdo até as unidades consumidoras.

Além disso, a conta inclui encargos setoriais e tributos, como o ICMS (que se
altera conforme a faixa de consumo) e PIS/Cofins (que varia mensalmente em cada
estado).

Na fatura de energia elétrica, figura 1, existe uma relacdo entre duas
grandezas, quantidade de kWh consumidos e o preco por kWh com tributos por
faixa. Com base nessas informacfes, considerem x 0 consumo de energia, em kWh,
e f(x) o valor pago, em reais, pelo fornecimento de energia elétrica para. Neste caso,
esta relacdo € uma funcéo, pois para cada kWh consumidos temos um Unico preco a
pagar.

Dessa forma, com auxilio do professor, escreva uma lei de formacdo que
relacione esses valores e represente o grafico da funcdo definida por mais de uma

sentenga.

Resolucéao:
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E de conhecimento da populacdo, que esta em vigor no Brasil, o sistema de
bandeiras de tarifas administrado pela ANEEL que apresenta as seguintes
categorias: verde, amarela e vermelha e cinza. Essas, indicam se havera ou néo
acréscimo no valor da energia a ser repassada ao consumidor final, em funcéo das
condi¢Oes de geracgao de eletricidade.

No quadro 1, o critério de cada categoria.

Quadro 1- As diferentes caracteristicas de cada categoria

Lo Bandeira verde: condi¢Bes favoraveis de geragdo de energia. A tarifa ndo sofre nenhum
acréscimo;

Bandeira amarela: condigfes de geracdo menos favoraveis. A tarifa sofre acréscimo
de R$ 1,874 para cada 100 kWh (quilowatts-hora) consumidos.
. Bandeira vermelha - Patamar 1: condicbes mais custosas de geracdo. A tarifa sofre
acréscimo de R$ 3,971 para cada 100 kWh (quilowatts-hora) consumidos.
~ Bandeira vermelha - Patamar 2: condi¢bes ainda mais custosas de geracdo. A tarifa sofre
acréscimo de R$ 9,492 para cada 100 kWh (quilowatts-hora) consumidos.
g Bandeira escassez hidrica: criada para custear os custos excepcionais do acionamento
de usinas térmicas e da importacdo de energia. Ird vigorar até abril de 2022. A tarifa sofre
acréscimo de R$ 14,20 para cada 100 kWh (quilowatts-hora) consumidos.

Fonte: https://www.celesc.com.br/bandeiras-tarifarias.

Para dicas de como economizar energia acesse 0 QR Code a seguir.

Figura 2 — QR Code para acesso das dicas de economia de energia

Fonte: https://www.celesc.com.br/conta-de-energia.

Na cidade de Tubardo — SC, a tarifa de agua nas residéncias é estabelecida

de acordo com a faixa de consumo.
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Observe na fatura a seguir, figura 3, em tabela tarifaria.

Figura 3 — Modelo de fatura de agua da Tubardo Saneamento SA

10/01/2023 74,74
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oo
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TABELA TARIFARIA
£ Rgsidencial [ i ™
Faixas (m*) | Valores (R$) | E (%) | Faixas (m*) | Valores (R§) | E (%)
0-10 4.3000] 1000
11-20 7a340]  100.0
— e R TOTAL A PAGAR 74,74
31-50 111360] 1060
MAIOR 50 13.3490| 100.0 PIS (1,65%) 123
COFINS (7 60%) 568

Fonte: https://tubaraosaneamento.com.br/conheca_fatura.

Considere a tabela tariféria, e determine:
(a) a lei de formacéo da funcdo v: R, —» R que associa o valor cobrado (v(x)), em
reais, ao consumo mensal de 4gua (x), em metros cubicos.
(b) O grafico da funcao v.

Para conhecer os itens de sua fatura de agua acesse o QR Code a seguir.

Figura 4 — QR Code para acesso dos itens da fatura de agua

OF

(]

Fonte: https://tubaraosaneamento.com.br/conheca_fatura.
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Resolucao:

1.2 ANOCAO DE FUNCAO

De acordo com Stewart (2009, p. 3): “As fungbes surgem quando uma

guantidade depende de outra.

Exemplo 1.1: A area de um circulo depende de seu raio r. A lei que relaciona o raio
r e area A é dado por: A = mr®. A cada nimero r > 0 existe associado um (nico valor

da area. Denomina-se, A € uma funcao de r.

Exemplo 1.2: A figura a seguir, representa o boleto de cobranga da mensalidade de

um curso da universidade Y, referente ao més de setembro de 2022.

13



Quadro 2 — Boleto da mensalidade

Pagavel em qualquer agéncia bancaria até a | Vencimento
data de vencimento 10/09/2022

Cedente Agéncia/codigo cedente

Universidade Y

Data documento Nosso numero
01/09/2022
Uso do banco (=) Valor documento
R$ 1350,00
InstrucBes (-) Descontos
Observagdo: no caso de pagamento em | (-) Outras deducdes
atraso, cobrar multa de R$ 20,00 mais 50 | (+) Mora/Multa
centavos por dia de atraso. (+) Outros acréscimos

(=) Valor cobrado

Fonte: elaborada pelo autor (2022).
Resolucao:
Se V(x) é o valor, em reais, da mensalidade a ser paga, em que x € o numero

de dias em atraso, entdo a lei que relaciona o numero de dias em atraso e o valor a

pagar € dada por: V(x) = 1370 + 0,5x.
Exemplo 1.3: Um posto de combustivel vende o litro de gasolina por R$ 5,00.
Considere as informac¢6es no quadro 3, que relaciona o nimero de litros de gasolina

comprados e o preco a pagar (informacdes coletadas em dezembro de 2022).

Quadro 3 — Relacéo entre nimero de litros de gasolina e prego a pagar

0 0
1 5
2 10
3 15
X y

Fonte: elaborada pelo autor (2022).
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Resolucéao:

Observe que o preco a pagar é dado em funcdo do numero de litros
comprados, ou seja, 0 preco a pagar depende do numero de litros comprados. Preco
a pagar é igual a R$ 5,00 vezes o numero de litros comprados. Assim, a funcdo que
modela o preco pago pelo combustivel é determinada por P de R, — R,, dada pela
lei da funcdo P(x) = 5x (formula matematica da funcdo). Neste caso, P(x) é o preco
a pagar (variavel dependente’) e x a quantidade de litros comprados (variavel
independente).

Dois proprietarios de veiculos (carro) abasteceram seus automoveis. O
primeiro, abasteceu 10 litros, o segundo, 15 litros. Nessas condi¢des, quanto cada

um pagou?

Exemplo 1.4: Um objeto é lancado para cima, a partir do solo, e a altura h, em

metro, varia em funcao do tempo t, em segundo, apés o lancamento. Considere a lei

da funcéo h(t) = 30t — 5t2, responda:

(a) Qual é a altura do objeto 3 segundos apos o lancamento?

(b) Quanto tempo apds o lancamento o objeto encontra-se a 40 metros de altura?

—b+VA
2

Use a formula de Bhaskara: x = , em que A= b? — 4ac.

Resolucéo:

! “O simbolo que representa um nUmero arbitrario no dominio de uma funcdo f é denominado
variavel independente, e o que representa um nimero qualquer na imagem de f € chamado de
variavel dependente” (STEWART, 2009, p. 3, grifo do autor).

15



1.3 SOFTWARE DE GRAFICOS DINAMICOS

Dos diversos softwares para representar graficos, esta disponivel o endereco
eletrbnico bem como o QR Code para o acesso gratuito de dois softwares, o

GeoGebra e o Graph Plotter respectivamente.

Figura 5 — QR Code para acessar o software GeoGebra

Fonte: https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT.

Figura 6 — QR Code para acessar o software Graph Plotter

Fonte: https://www.transum.org/Maths/Activity/Graph/Desmos.asp.

1.4 DEFINICOES PECULIARES

Definicdo 1.1 Dados dois conjuntos nao vazios A e B, dizemos que f € uma funcéo,
do conjunto A em um conjunto B, se e somente se, todo elemento de A estd em

correspondéncia com um unico elemento de B. Usamos a seguinte notacao:

f+A—-> Boud £> B, que se lIé: f é uma funcdo de A em B definida por y = f(x),

onde y é o valor de f em x.

16
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Figura 7 — A funcdo f transforma x de A em y de B
A B

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Definicdo 1.2 Dominio de uma funcdo é o conjunto dos valores de x tais que a
funcédo esta definida. Denotamos por D(f ) = A ou Dom(f) = A.
Definicdo 1.3 Contradominio de uma funcdo é o conjunto B e denotamos por
CD(f) = B.
Definicdo 1.4 Imagem de uma funcdo é o conjunto dos valores y € B tais que
y = f(x) para algum x e denotamos por Im(f) < B.

De acordo com as definicbes 1.2 e 1.4, temos:D(f) = {x € Ay = f(x)
paraalgumy € B}eIm(f) = {y € B|3x € Acomy = f(x)}.

Exemplo 1.5: Seja f:A — B definida por f(x) = 3x, onde A = {1,2,3}eB =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Determine o D(f ), CD(f ) e Im(f ).

Resolucéao:

Neste caso temos:

D(f) = {1,2,3}
CD(f) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Im(f) = {3,6,9}

Figura 8 — A representacéo da funcéo f no diagrama de fechas

A =D(f) B = CD(f)
Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Uma fungéo f: A — B é dita funcdo real de uma variavel realse A ¢ ReB C
R.
Exemplo 1.6: Dados A=1{1,4,7}eB ={1,4,6,7,8,9,12} a funcdo f: A - B é
definida por f(x) = x + 5 que também pode ser representada pory = x + 5.

Resolucao:

Figura 9 — A representacgdo da funcao f no diagrama de fechas

A B

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Resolucao:

Neste caso temos: O dominio D(f) = {1,4,7}, o contradominio CD(f) =
{1,4,6,7,8,9,12} e o conjunto imagem Im(f) = {6,9,12}, além disso, sabemos que:
a imagem do ponto x = 1éy = 6, indicado por f(1) = 6; a imagem do ponto
x =4éy =9, indicado por f(4) = 9; a imagem do ponto x = 7éy = 12,
indicado por f(7) = 12.

Exemplo 1.7: Vamos considerar a funcdo f: N — N definida por f(x) = x + 1.
Determine o D(f ),CD(f ) e Im(f).

Resolucéao:

Quando x = 0, temos: f(0) = 1; quando x = 1 temos: f(1) = 2; quando
x = 2temos: f(2) = 3, e assim por diante.

Assim, podemos notar que: O dominio de f € dado por. D(f) = N, o
contradominio de f € dado por CD(f) = N e o conjunto imagem de f €& dado por
Im(f) = N*= N —{0}.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Considere a fungéo f : A — B dada pelo diagrama abaixo e determine:

A

(a) D(f).

(b) Im(f).

(c) f(4).

(d) y, quando x = 5.
(e) x, quando y = 3.
(f) x, quando f(x) = 1.
(9) f(x), quando x = 6.
(h) y, quando x = 3.
() x, quandoy = 7.

(2) Considere g: A - B afuncdoparaaqual A = {1,3,4},B = {3,9,12}eg(x) éo0
triplo de x, para todo.

(a) Construa o diagrama de flechas da funcéo.

(b) Determine D(g), CD (g) e Im(g).

(c) Determine g(3).

(d) Determine x para o qual g(x) = 12.

Gréficos de uma funcéo

Definicdo 1.5 O gréafico de uma funcédo f: A —» B, dadapory = f(x), € 0 conjunto
dos pontos do plano cujas coordenadas no sistema cartesiano retangular sédo dadas
por (x, f(x)), onde x € A.

Para construir o grafico de uma fungcéo dada por y = f(x), com x € D(f), no

plano cartesiano, devemos:
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» Construir uma tabela com valores de x escolhidos convenientemente no
dominio D(f) e com valores correspondentes para y = f(x).

* A cada par ordenado (x, y) da tabela associar um ponto do plano cartesiano.

* Marcar um numero suficiente de pontos até que seja possivel esbocar o

grafico da funcéo.

Exemplo 1.8: Vamos construir o grafico da fungcéo dada por f(x) = 2x + 1, sendo
o dominio D = {0,1,2,3,4}.

Resolucao:

y=f(x)=2x+1

AIWIN|IFP|IO|X
OINO|W|F-

Nesse caso, o grafico da fungéo é o conjunto dos pontos A, B, C, D e E.

Exemplo 1.9: Vamos construir o grafico da funcdo f: R — R dada por f(x) =
2x + 1. Como, neste caso, D = R, vamos escolher alguns valores arbitrarios de x,
conforme a tabela a seguir.

Resolugéo: ] T

X | y=f(x) =2x 7
+1
-2 -3
-1 -1
0 1
1 3 T T T T P
2 5
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Agora, o gréfico é o conjunto de todos os pontos (X, y), com X real e y = 2x +

1, resultando na reta.

Exemplo 1.10: Vamos construir o grafico da funcdo f : R — R, tal que f(x) = x2.

Resolucéao:
x | y=fx=x"| (xy)
-2 4 (-2, 4)
-1 1 (-1, 1)
0 0 (0, 0)
1 1 (1,1)
2 4 (2, 4)

EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Uma livraria vende uma revista por R$ 5,00 a unidade. Seja x a quantidade
vendida.

(a) Obtenha a funcéo receita R(x).

(b) Calcule R(40).

(c) Qual a quantidade que deve ser vendida para dar uma receita igual a R$ 700,00?

(2) Dada a funcao f(x) = 7x - 3, com D = R, obtenham:
(@) f(2).

(b) f(0).

(c) f(-1).

@7 )

(e) f(V2).

(3) Dada a funcao f(x) = 2x - 3 obtenham:

(a) o valor de x tal que f(x) = 49.
(b) o valor de x tal que f(x) = -10.
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(4) Construa o grafico da funcdo f : R - R, tal que f(x) = x + 2.
(5) Construa o grafico da funcdo f : R — R, tal que f(x) = —x2.

(6) Dada a fungdo f(x) = x? — 4x + 10 obtenha os valores de x cuja imagem seja
7.

1.5 FUNCAO DO 1° GRAU
Definicdo 1.6 Chama-se funcao polinomial do 1° grau, ou fungcédo afim, a qualquer
funcdo f: R — R dada por f(x) = ax + b, onde a e b s&o numeros reais dados e
a + 0.

Na funcédo f(x) = ax + b, o nimero real a € chamado de coeficiente angular
e 0 numero b é chamado coeficiente linear. A funcdo é uma reta ndo paralela aos
eixos coordenados. O dominio D(f) = R e o conjunto imagem é Im(f) = R.
Exemplo 1.11: Abaixo alguns exemplos de func¢des polinomiais do 1° grau.
(@ f(x) = 5x — 3,ondea = 5eb = —3.
(b) f(x) = —2x — 7,ondea = —2eb = —7.
() f(x) = 11x,ondea = 11eb = 0.
Casos particulares da fungéo do 1° grau
Funcéao Linear

Sejaf: R — R definida por f(x) = ax para todo x € R. Neste caso, b =0.

Exemplo 1.12: Abaixo alguns exemplos de fungao linear.

(@ f(x) = —2x,ondea = 2.
(b) f(x) =§x, onde a = g

A sequir, figura 10, o grafico de uma funcéo linear.
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Figura 10 — Gréfico da fungéo linear f(x) = -2x

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Funcado Constante

Seja f : R — R definida por f(x) = b paratodo x € R. Neste caso, a=0.

Exemplo 1.13: Abaixo alguns exemplos de fungao constante.

@ f(x) = 3.
(b) f(x) = ~2.
©f() =3

A sequir, figura 11, o grafico de uma func¢éo constante.

Figura 11 — Gréfico da funcdo constante f(x) = 3

(]
5

4

-7 - 5 4 -3 -2 10 1 2 3 4 5 ] 7

-1

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Funcéo identidade

Seja f: R — R definida por f(xX) = x paratodox € R,coma=1eb=0.

A sequir, figura 12, o gréfico da funcéo identidade.

Figura 12 — Gréfico da funcéo identidade f(x) = x

g

4

A

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Gréfico da funcdo do 1° grau

O gréfico de uma funcéo polinomial do 1° grau, f(x) = ax + b, a # 0, com

dominio e contradominio R é uma reta que intercepta os eixos coordenados Ox e Oy

nos pontos (—S, O) e (0,b), respectivamente.

Exemplo 1.14: Vamos construir o grafico da fungdo y = 2x — 4.

Resolucéao:
*Parax = 0,temos:y = 2 - 0 — 4 = —4. Assim, um ponto é (0, - 4).
*Paray = 0,temos: 0 = 2x — 4 - x = 2. Assim, outro ponto é (2,0).

Marcando os pontos (0,—4) e (2,0) no plano cartesiano e tracando a reta

passando pelos dois pontos, obtemos o grafico da fungcéo, conforme figura 13.
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Figura 13 — Grafico da funcéo f(x) = 2x — 4

f

=3 -2

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Zero da funcéao

Chama-se zero ou raiz da fungéo polinomial do 1° grau f(x) =ax + b, a # 0, 0

namero real x tal que f(x) = 0.

Assim, f(x) = 0 > ax + b =0 = x = — 2,

a

Exemplo 1.15: Obtencéo do zero da funcéo de f(x) = 2x — 5.
Resolucéao:

Fazendo, f(x) = 0 = 2x =5 = 0 = x = =

Exemplo 1.16: Calculo da raiz da funcédo g(x) = 3x + 6.

Resolucao:
Fazendo,g(x) = 0=>3x +6 =0 = x = —2.

Exemplo 1.17: Célculo da abscissa do ponto em que o grafico de h(x) = —2x + 10
corta o eixo das abscissas.

Resolucéao:
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O ponto em que o gréfico intercepta o eixo dos x € aquele em que h(x) = O0;

entdo: h(x) = 0 = —2x + 10 = 0 = x = 5.
Crescimento e decrescimento

Exemplo 1.18: Consideremos a fungdo do 1° grau y = 3x — 1. Vamos atribuir

valores cada vez maiores a x e observar o que ocorre com y:

Resolucao:
X y
-3 | -10
-2 -7
-1 -4
0 -1
1 2
2 5
3 8

Note que, quando aumenta o valor de x, os correspondentes valores de
y também aumentam. Dizemos, que a funcdo y = 3x — 1 € crescente. A seguir, 0

gréfico da funcéo.

Figura 14 — Gréfico da funcdo y = 3x — 1

G
5

4

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Exemplo 1.19: Consideremos a funcdo do 1° grau y = —3x + 1. Vamos atribuir

valores cada vez maiores a x e observar o que ocorre com y:

Resolucao:
X y
-3 | 10
-2 7
-1 4
0 1
1 -2
2 -5
3 -8

Note que, quando aumenta o valor de x, 0s correspondentes valores de y

diminuem. Dizemos, que a fungcdo y = —3x + 1 € decrescente. A seguir, o grafico

da funcéo.

Figura 15 — Grafico dafuncdoy = —3x — 1
51

5

4

_5 f

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Regra geral:

e A fungdo do 1° grau f(x) = ax + b é crescente quando o coeficiente de x é
positivo (a > 0).
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e A funcao do 1° grau f(x) = ax + b € decrescente quando o coeficiente de x é
negativo (a < 0).

Sinal da func¢éo do 1° grau

Estudar o sinal de uma funcao y = f(x) & determinar os valores de x para:
(@) y positivo;
(b) y igual a zero;
(c) y negativo.
Considere a fungcdo f(x) = ax + b. Primeiramente, para estudar o sinal da

funcéo, f(x) = 0. Dessa forma, x = —Z.

(1°) a > 0 (afuncdo é crescente)

b
y>0:>ax+b>0:>x>—a.

b
y<0=>ax+b<0:>x<—a.

Fi_gura 16 — Gréfico dafun¢cdo y = ax + b coma > 0

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Conclusao:

(i) y é positivo para valores de x maiores que a raiz;
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(i) y € negativo para valores de x menores que a raiz.

(2°) a < 0 (afuncdo é decrescente)

b
y>0=>ax+b>0:>x<—a.
b
y<0=>ax+b<0:>x>—a.

Fﬁura 17 — Gréficodafungdoy =ax+bcoma <0

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Concluséo:
e Yy é positivo para valores de x menores que a raiz;

e y é negativo para valores de x maiores que a raiz.

EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) O custo total de producdo de um determinado produto € representado pela
funcéo C(x) = 5x + 20, em que C é o custo em reais e X, 0 numero de unidades
produzidas.

Determine:

(a) O custo de fabricacao de 20 unidades.

(b) Quantas unidades devem ser produzidas para que o custo seja de R$3.000,00.
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(2) Um vendedor recebe mensalmente um salario composto de duas partes, uma
fixa no valor de R$ 2.000,00, e uma variavel, que corresponde a uma comisséo de
2% do total de vendas que ele fez durante o més.

(a) Expresse a funcéo que representa o salario mensal dele.

(b) Calcule o salario sabendo que durante o més ele vendeu R$100.000,00 em
produtos.

(3) O lucro de uma industria que vende um Uunico produto € dado pela férmula
matematica L(x) = 4x — 1.000, em que L representa o lucro e X, a quantidade de
produto vendido. Determine a quantidade minima de produtos que devem ser

vendidos para que haja lucro.

(4) Dada a funcéo f(x) = ax + b, sabe-se que f(1) =5 e f(3) = 7. Determine a funcéo f

e calcule a f(2).

(5) Escrever a funcdo f(x) =ax+b com a >0, cujo grafico, num sistema

cartesiano, é dado pela figura abaixo:

6
©) EMPRESA X CONTRATA ENGENHEIROS

5 vagas para estudantes de Engenharia
Salario mensal: R$ 4.000 fixo + comissao de R$ 1,00 por m2 produzido

Na primeira etapa da selecdo para as vagas deste anuncio, foi proposta a seguinte
guestao a ser resolvida pelos candidatos. Calcular o salario no primeiro més, para a

producdo de 800 m de comprimento de chapa retangular (aco inox) com 2 m de
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largura. Além disso, calcular o salario no segundo més, se triplicar a produgcédo do
comprimento mantendo a largura. Acertaram a questdo aqueles que responderam,
respectivamente:

(a) R$ 5.600,00 e R$ 8.800,00.

(b) R$ 6.500,00 e R$ 8.000,00.

(c) R$ 4.500,00 e R$ 6.200,00.

(d) R$ 4.600,00 e R$ 9.200,00.

(e) n.d.a.

(7) Represente o grafico das seguintes funcoes:
(@) f(x) =x+3.

(b) f(x) = 2x — 4.

(c) f(x) =—=-3x+6.

(d) f() =2x+3.

(8) Estude os sinais das seguintes fungodes:
@) f(x) =2x—1.

(b) f(x) = x+ 2.

©) fx)=—x+1.

(d) () = —2x+=.

1.6 FUNCAO DO 2° GRAU

Definigcdo 1.7 Chama-se funcéo do 2° grau, a qualquer fungéo f definida de R em

R dada por f(x) = ax®+ bx + c¢,coma # 0.Seu dominio é D(f) = R.
Exemplo 1.20:

@) f(x) = 2x*+3x —5(a = 2,b = 3,c = —5).

(b) f(x) = —x*+4x(a = —1,b = 4,c = 0).

) f(x) = =3x*+5(a = —3,b = 0,c = 5).
d) f(x) = x*(a=1,b=0,c =0).
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O grafico de uma funcéo do 2° grau definida de R em R € uma parabola. A
concavidade da parabola é determinada pelo sinal de a (coeficiente de x?).

Assim, quando:

e a > 0 (pardbola com concavidade para cima);

e a < 0 (pardbola com concavidade para baixo).

O ponto de interseccdo do grafico com o eixo y possui coordenadas (O,c).
Para determinar o ponto de interseccdo do grafico com o eixo X, temos que
encontrar se possivel o(s) valor(es) de x (chamado zero da fung¢édo) que o gréfico
intercepta o eixo das abscissas.

Dessa forma, considere f(x) = 0. Em seguida, escrevemos a equagdo do 2°
grau, ax®> + bx + ¢ = 0. Usando a férmula de Bhaskara®, temos trés casos
possiveis.

1° caso: Se A > 0, temos duas raizes reais distintas, x; # x;;

2° caso: Se A =0, temos x; = xy;

3° caso: Se A < 0, ndo temos raizes reais, x; e x, € R.

A titulo de explicacdo 1, considere a >0 e A > 0. Dessa forma, temos a
concavidade voltada para cima e duas raizes reais distintas, x; # x,, conforme o

grafico a segquir.

Figura 18 — Grafico da funcéo f(x) = ax* + bx + c coma>0eA>0

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

2 —b++yb2-4.a.c
x=——"——sendoA= b?> —4.a.c.
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Logo, os pontos de interseccdo da funcdo com o eixo x € dado por (x;,0) e
(%2,0) .

A titulo de explicacdo 2, considere a >0 e A= 0. Dessa forma, temos a
concavidade voltada para cima e duas raizes reais iguais, x; = x,, conforme o

gréafico a sequir.

Ii;ura 19 — Gréfico da fungéo f(x) = ax* + bx + c coma>0eA=0

9

xr — 2

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Logo, o ponto de intersec¢do da fungdo com o eixo x é dado por (x, 0).
A titulo de explicagdo 3, considere a >0 e A < 0. Dessa forma, temos a
concavidade voltada para cima com nenhuma raiz real, x, e x, € R, conforme o

grafico a segquir.

Figura 20 — Grafico da funco f(x) = ax* + bx + c coma>0eA<0

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Logo, ndo temos ponto de intersecc¢éo da fungédo com o eixo x. Apresentamos
a seguir, no quadro 4, as possibilidades de representacdo dos graficos de acordo

com os valores do coeficiente a e do discriminante A.

Quadro 4 — Caracteristicas da representacao grafica de uma funcéo do 2° grau

XI\.-/( B -

vértice

£ -
X

vertice X

vértice

vértice

e X" vértice

XV
M

vértice

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Estudo do vértice da parabola

A parabola que representa a funcdo do 2° grau é dividida em duas partes
simétricas. Essa divisdo € feita por um eixo chamado de eixo de simetria. A
interseccdo desse eixo com a parabola recebe o nome de vértice da parabola.

e O vértice é o ponto de maximo da parabola se a < 0;

e O veértice é o ponto de minimo da pardbola se a > 0.

Figura 21 — Gréfico da funcéo f(x) = ax? + bx + ¢c,coma # 0

eixoide simetria

eixoide simetria A W dvértice
: 1

V @ vérticey

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Coordenadas do vértice da parabola

b A

As coordenadas do vértice sao calculadas por: V = (_Z' _E)'

Imagem da funcéo do 2° grau

A imagem de uma funcdo é a projecdo de seu gréfico sobre o eixo y. Na
figura 20, podemos perceber que y, (ordenada do vértice) € um dos extremos da
imagem.

Assim, podemos ter dois casos:

Sea > 0,entdo Im = [— i,+oo )

Sea < 0,entdo Im = ]—oo,— —.

Crescimento e decrescimento de uma funcéo quadrética

O x, da coordenada do vértice da parabola evidencia os intervalos onde a
funcdo é crescente e decrescente. Observe o comportamento das duas partes do
grafico determinadas pelo eixo de simetria da parabola, figura 20.

e Para valores reais de x tais que x < xv, temos: x; < x, = y, >y,

(funcdo decrescente).
e Para valores reais de x tais que x > xv, temos: x; < x; = y, <y,

(funcao crescente).

Exemplo 1.21: considere a funcdoy = x* — 2x — 3.
Determine:

(a) a concavidade da parabola;

(b) as raizes da funcéo do 2° grau;

(c) a coordenadas do vértice;

(d) o dominio da funcéo;

(e) o conjunto imagem da funcéo;

(f) intervalo de decrescimento e crescimento;

(9) o gréfico da fungéo.
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Resolucéao:

(&) a > 0 = concavidade para cima.
(b) Fazendo x? - 2x -3 =0, temos: x; = —1 e x, = 3.
c)A=16>0= x,=1,y,=-4,0useja,V =(1,-4).
(d)D =R.
(e) Im = [—4, +oo.
(f) Temos os seguintes casos:
e f(x) € decrescente para {x € R/x < 10u |—oo, 1].
e f(x) é crescente para {x € R/x > 10u |1, +ool.

(9)

Para qualquer funcédo do 2° grau f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0, usando a

técnica de completar quadrados, podemos escrever:

y = a(x_xv)z + W

Sendo (x,,y,) 0 vértice da pardbola. Dessa forma, o eixo de simetria é dado

por x = x,,.
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Exemplo 1.22: Considere a fungdo f(x) = x? — 6x + 5. Determine, o vértice e o eixo
de simetria.

Resolucao:

y=(x*-6x)+5
y=x*—6x+9)—9+5
y=(x—-3)7°—-4

O vértice da parabola é (x,,y,) = (3, —4) e o0 eixo de simetria € x = 3.
E conveniente escrever a fungdo do 2° grau como, y = a(x — x,,)% + v, para

fazer rapidamente o esboco do gréfico, pois permite identificar a concavidade da
pardbola, o vértice e o eixo de simetria.

Além disso, devemos considerar alguns pontos ao lado do eixo de simetria

para representar o grafico da funcao do 2° grau, figura 22.

Figura 22 — Gréfico da fungdo f(x) = x> —6x + 5

-2

(3.-4)

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Sinal da fung¢é&o do 2° grau

Para estudar o sinal da funcdo do 2° grau f(x) = ax? + bx + ¢, devemos

considerar o sinal do discriminante A e do coeficiente dominante a nos seguintes

casos.

Quadro 5 — Possibilidades do estudo do sinal da fun¢éo do 2° grau

H\ /m

() ()

Xy = X3 x = ® @)

Parax =x; oux =x, = f(x) =0. -
X
Para x < x; ou x > x, = f(x) > 0. Parax = x; = x, = f(x) = 0.
VxeER= f(x)>0.
Parax; <x <x, = f(x) <O0. Para x # x,€ x # x, = f(x) > 0.

g2 - o o O

= = *

(/ \jx
Parax =x; oux =x, = f(x) =0. Parax =x, = x, = f(x) = 0.
Para x < x; ou x > x, = f(x) < 0. Parax # x,e x # x, = f(x) <0. VxeR= f(x) <0.

Parax; <x <x, = f(x) >0.

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Dada a funcdo y = x? — 6x + 8, calcule as coordenadas do vértice e a imagem

da funcéo.

(2) Determine o conjunto imagem das fungdes:
@ f(x) = x* — 10x + 9
() f(x) = —2x%2 + 1
) f(x) = x> —5x + 4

(3) Construa os graficos das seguintes funcdes:

a)y = —x%2 + 3x + 4
(b)y = x2 — 2x + 12
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(4) Determine o ponto minimo da funcéo f(x) = x? — 2x + 1.

(5) Determine o valor maximo da funcéao f(x) = —x2+ 2x + 2.

(6) Seja a funcao f(x) = 3x2 + 4 definida para todo x real. Determine seu conjunto

imagem.

(7) O custo para se produzir x unidades de um produto é dado por C(x) = 2x* —
100x + 5000.

8) O lucro mensal de uma empresa € dado por L(x) = —x? + 30x—5,
( Y p

em que x é a quantidade mensal vendida. Qual o lucro mensal maximo possivel?

(9) Vamos supor que um fabricante possa vender x unidades de um determinado
produto pelo pregco: P =1000— 0,01x reais por unidade e que o0 custo desse x
unidades seja C = 250x + 100.000 reais. Qual deve ser a producdo da fabrica para

gue o lucro seja 0 maximo possivel?

1.7 APLICACOES DE FUNCOES DE 1° E 2° GRAU

1.7.1 Funcéo custo total

Os custos de uma empresa variam com o nivel de producdo que chamamos
de custo variavel e indicamos por C,, enquanto os custos que sdo fixos indicamos
por Cr. Dependendo da empresa, podemos considerar como exemplo de custos
fixos 0s gastos com a manutencdo da fabrica, seguro e um certo numero de
funcionarios. Como custos variaveis podemos considerar salarios e matérias primas.
Assim, seja x a quantidade produzida de um produto, desta forma, podemos

escrever:

Ce(x) = G + Cp(x)

Onde;
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C, = Custo total
Cr = Custo fixo (custo inicial)

C, = Custo variavel (custo unitario x quantidades)

Chama-se custo médio de producéo ou custo unitario (e indica-se por Cn) O

custo total dividido pela quantidade, isto é:

Cm(x) = Ctix)

Onde:

C,,: Custo médio ou unitario
1.7.2 Funcéo receita total

Se o0 preco de um produto € p e a quantidade demandada a esse nivel de
preco € x, assim, podemos escrever a funcao receita total através da funcéo

demanda como:

R;(x) = p.x

Onde:
R;: Receita total

p: preco unitario
1.7.3 Funcéo lucro total

Chama-se funcao lucro total (e indica-se porL;) a diferenca entre a funcao

receita e a funcado custo total, isto é:

Li(x) = R, — C(x)
Onde:
L;: Lucro Total
R;: Receita Total
C;: Custo Total
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Os valores de x para os quais o lucro é nulo sdo chamados de pontos criticos
ou pontos de nivelamento. Entdo, o ponto de interseccao dos gréficos das funcdes
Receita e Custo € denominado ponto de nivelamento ou break-even point.

O interesse basico é achar o lucro. Neste caso devem ser determinados os
intervalos onde o lucro é positivo e por isso precisamos conhecer as raizes da
funcéo lucro total.

Para polinbmios de 2° grau, sera suficiente determinar o vértice da parabola,
Nno caso em que a parabola esta com a concavidade voltada para baixo. A abscissa
do vértice sera o ponto de maximo (quantidade produzida que torna o lucro maximo)

e a ordenada do vértice sera o lucro maximo, figura 23.

Figura 23 — Gréfico da fungéo receita, custo e lucro total

RefCfL, T
Receita Total

- r—————

s RfCT Receita total

e

~~"Custo Total

Lucro Total ! Custo Total

G : A pontos de nivelamento b X
ponto de nivelamento

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Exemplo 1.23: O custo total de um fabricante consiste em uma quantia fixa de
R$200,00 somada ao custo de producéo, que é de R$50,00 por unidade. Expresse o

custo total como funcdo do numero de unidades produzidas e construa o grafico.

Exemplo 1.24: Um fabricante vende a unidade de certo produto por R$110,00. O
custo total consiste em uma taxa fixa de R$ 7.500,00 somada ao custo de produgéo
de R$60,00 por unidade.

(a) Construa as funcgdes receita e custo e lucro total.

(b) Quantas unidades o fabricante precisa vender para atingir o ponto de
nivelamento?

(c) Se forem vendidas 100 unidades, qual sera o lucro ou prejuizo do fabricante?
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(d) Quantas unidades o fabricante precisa vender para obter um lucro de
R$1.250,007?

(e) Construa, no mesmo par de eixos, os graficos das funcdes receita e custo.
Exemplo 1.25: Uma industria comercializa um certo produto e tem uma funcéo custo
total em mil reais, dada por C,(x) = x* + 20x + 475,x = 0. A funcdo receita total
€ dada por: R(x) = 130x. Determine:

(@) O lucro para venda de 100 unidades.

(b) Em que valor de x acontecera o lucro maximo?
Resolucao:

(a) Primeiramente, vamos determinar a funcao lucro total.
L:(x) = Ry(x) — C,(x) = 130x — (x 2+ 20x + 475) = —x? + 110x — 475.

Assim, L,(100) = —100% + 110.100 — 475 = 525.

b . P
b) Agora, vamos usar 0 x, = — o para determinar o valor de x que acontecera o
o . 110 z
lucro maximo. Assim, x, = — — = 55. Portanto, em x = 55, acontecera o lucro
maximo.

EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Considere as funcdes custo total C(x) = 2x + 5 e a funcdo receita R(x) = —x? +

8x relativas a producao e venda de x unidades de um mesmo produto, 0

IA

x < 8§,

representadas no grafico abaixo.
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Observando o grafico determine:
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(a) A funcao Lucro.
(b) Quais os pontos de nivelamento
(c) Qual o intervalo onde o temos Lucro (L(x) > 0).

(d) Qual o intervalo onde temos Prejuizo (L(x) < 0).

(2) O custo total para um fabricante consiste numa quantia fixa R$200,00 somado ao
custo de producéo que é de R$50,00 por unidade. Expressa o custo total em fungéo

do nimero de unidades produzidas e construa o grafico da funcao.

(3) Determinar o ponto critico e esbocar os graficos das funcdes receita, custo total e
lucro total nos seguintes casos abaixo:

(@) Ri(x) = 0,75x e C;(x) = 20 + 0,25x.

(b) R (x) = 6x e C; (x) = 60 + 2x.

(4) Uma editora vende certo livro por R$60,00 a unidade. Seu custo fixo € R$10.000
e 0 custo variavel por unidade é R$40,00.

(a) Qual o ponto de nivelamento?

(b) Quantas unidades a editora devera vender para ter um lucro igual a R$8.000,007?

(c) Esboca os graficos da receita, custo e lucro no mesmo sistema de eixos.

(5) Uma fabrica de moveis vende mesas por R$70,00 cada. O custo total de
producdo consiste numa sobretaxa de R$ 8.000,00 somada ao custo de produgéo
de R$30,00 por mesa.

(a) Construa as funcgdes receita e custo e lucro total.

(b) Quantas unidades o fabricante precisa vender para atingir o ponto de
nivelamento?

(c) Se forem vendidas 250 mesas, qual sera o lucro ou prejuizo do fabricante?

(d) Quantas unidades o fabricante precisa vender para obter um lucro de
R$6.000,00.

(e) Construa, no mesmo par de eixos, os graficos das fun¢des receita e custo.

(6) Um artesdo tem um gasto fixo de R$600,00 e, em material, gasta R$25,00 por
unidade produzida. Se cada unidade for vendida por R$175,00:

(a) Construa as fungdes receita e custo e lucro total.
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(b) Quantas unidades o arteséo precisa vender para atingir o ponto de nivelamento?
(c) Quantas unidades o artesdo precisa vender para obter um lucro de R$450,00.

(7) Numa pizzaria, um rodizio de pizza custa R$20,00 e o prego da cerveja é de
R$3,00. Em outro, o rodizio de pizza custa R$25,00, mas a cerveja custa R$2,50.
Ache um critério para decidir qual pizzaria vocé ira, se forem levadas em conta
apenas consideracdes de ordem financeira e supondo que vocé peca apenas um

rodizio.

(8) Uma agéncia de aluguel de carros cobra uma diaria de R$ 50,00 mais R$ 0,50
por quildmetro rodado.

(a) Expresse o custo de alugar um carro dessa agéncia por um dia em funcdo do
namero de quildmetros dirigidos e construa o grafico.

(b) Quanto custa alugar um carro para uma viagem de 200 km de um dia?

(c) Quantos quildmetros foram percorridos se o custo do aluguel diario foi de R$
400,007

Demanda de Mercado

Seja U uma utilidade (bem ou servigo) e seja D(p) a demanda ou procura de
mercado desta utilidade a um preco p, isto €, a soma das quantidades que todos 0s
compradores do mercado estdo dispostos e aptos a adquirir a um preco p, em
determinado periodo de tempo, que pode ser um dia, uma semana, um més etc.
Funcdo demanda € a funcdo que associa um preco p a demanda ou procura de
mercado. A representacao grafica dessa curva é a curva de demanda da utilidade.

Observe que para que haja demanda, é necessarioque p > 0e D(p) > 0.

Exemplo 1.26: Suponha que a demanda de mercado de um produto, que é vendido
em pacotes de 10 kg, seja dada por Dp) = 4.000 — 50p.

(a) Determine o intervalo de variacdo de p.

(b) Represente essa funcao graficamente.

(c) Determine o valor da demanda para p = R$5, 00 e p = R$40,00

(d) A que nivel estard o prego se a demanda for de 3.500 pacotes?
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(e) A que preco a demanda sera menor que 1.000 pacotes?
(f) A que preco a demanda serd maior que 3.000 pacotes?

Oferta de Mercado

Oferta S(p) de mercado de uma utilidade cotada a um preco p é a soma das
guantidades que todos os produtores estdo dispostos e aptos a vender ao precgo p,
durante certo periodo de tempo. A funcdo que associa todo preco p a respectiva
oferta de mercado é a funcédo oferta de mercado. Sua representacao grafica constitui
a curva de oferta da utilidade. Para que haja oferta, é necessario, naturalmente, que

S(p) > 0.

Exemplo 1.27: Suponha que a oferta de mercado de um produto, seja dada por
S(p) = 2p — 30,comp < 130.

(a) A partir de que preco havera oferta?

(b) Represente graficamente a funcao.

(c) A que preco a oferta sera de 100 unidades?

(d) A gque preco a oferta sera maior que 150 unidades?

(e) A que preco a oferta sera menor que 200 unidades?

EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Quando o preco de um certo produto for de p reais, um lojista espera oferecer
S = 4p + 300 produtos, enquanto a demanda local éde D = —2p + 480.

(a) Para que preco de mercado a oferta sera igual a demanda local?

(b) Quantos produtos seréo vendidos por este preco?

(c) Se o preco for de R$ 20,00, havera excesso ou escassez do produto? De

guanto? (d) Construa os dois graficos no mesmo par de eixos.

(2) As funcdes oferta e demanda de um determinado produto séo dadas,
respectivamente, por S = p? + 3p — 70eD = 410 — p.

(a) Para que preco de mercado a oferta seré igual a demanda?

(b) Quantos produtos seréo vendidos por este preco?

(c) Se o preco for de R$25,00 havera excesso ou escassez do produto? De quanto?
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(d) Construa os dois graficos no mesmo par de eixos.

(3) Suponha que a demanda de mercado de um produto, seja dada por D(p) =
45 — 5p unidades, onde p é o preco por unidade do bem.

(a) Determine o intervalo de variagao de p.

(b) Represente essa funcéo graficamente.

(c) Determine o valor da demanda para p = R$ 5,00 (d) A prego a demanda sera de
30 pacotes?

(e) A que preco a demanda sera menor ou igual a 10 pacotes?

(f) A que preco a demanda sera maior ou igual a 35 pacotes?

(4) Suponha que a demanda de mercado de um produto seja dada por D(p) = 16 —
p?, onde p é o preco por unidade.

(a) Determine o intervalo de variacao de p.

(b) Represente essa funcao graficamente.

(c) Determine o valor da demanda para p = R$2,00.

(5) Considere a oferta dada pela fungdo S = p? — 64,comp < 20.
(@) A partir de que preco haveréa oferta?

(b) Qual o valor da oferta para p = R$ 20,00?

(c) A que preco a oferta sera de 297 unidades?

(d) A que preco a oferta sera de 57 unidades?

(e) Trace o gréfico da curva oferta.

(6) Seja a oferta de mercado de uma utilidade dada por S = —30 + 2p, com p
R$100,00.

(@) A partir de que preco haveréa oferta?

(b) Construa o gréafico da funcéo.

(c) Qual o valor da oferta se p = R$ 27,00?

(d) A que preco a oferta sera de 80 unidades?

(e) A partir de que preco a oferta sera maior que 50 unidades?

(f) A partir de que preco a oferta sera menor que 150 unidades?

(g) Para que precos a oferta ficara entre 20 e 70 unidades?
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(7) Determine o preco e a quantidade de equilibrio nos seguintes casos:
(@D =34—5p,S=—-8+2p

(b)D = 10 — 02.p,S = —11 4+ p

(c)D = 32 — p?, S = p? — 18

(d)D = 56 — p%,S =p?-16

1.8 FUNCAO POLINOMIAL

Definicdo 1.8 E uma funcdo f:R — R definida por: f(x) = agx™ + a;x™ 1 + -+
a,-1x +a,, onde ayay,..,ay_1,a,, a, #0, sd0 numeros reais denominados
coeficientes e n um nimero natural que determina o grau da funcgéo.

O grafico de uma funcéo polinomial € uma curva. Além disso, pode apresentar

pontos de maximos e minimos.

Exemplo 1.26:

(@) A funcéo constante f(x) = b € uma fungéo polinomial de grau zero.

(b) A funcéo f(x) = ax + b, com a # 0 € uma funcéo polinomial do 1° grau.

(c) A funcéo polinomial do 2° grau f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0 é denominada de
funcdo quadratica.

(d) A funcéo polinomial do 3° grau é escrita como, f(x) = ax® + bx? + cx + d, com
a#0.

(e) A funcdo polinomial do 3° grau escrita como, f(x) = x3 é denominada funcéo
cubica.

(f) A funcéo polinomial do 4° grau é escrita como, f(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + e,

coma # 0.
1.9 FUNCAO RACIONAL

Definic&o 1.9 E uma func&o definida como o quociente de duas func¢ées polinomiais,

fx) = %, onde p(x) e g(x) s&o polindbmios e q(x) # 0.

Dessa forma, o dominio da funcédo racional € o conjunto dos numeros reais

excluindo x tal que g(x) = 0.
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Exemplo 1.27: A funcéo f(x) = i—j é racional com dominio D(f) = R — {1}.

F_igura 24 — Gréfico da funcao f(x)
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
1.10 CLASSIFICACAO DE UMA FUNCAO

Definigcdo 1.10 Uma funcédo f: A —» B é sobrejetora se, e somente se, Vy € B,3x €

A/f(x) =y.
Implica que CD(f) = Im(f) = B. A seguir, na figura 25, o diagrama representa

uma funcéo sobrejetora.

Figura 25 — Diagrama que representa uma funcdo sobrejetora

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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A sequir, figura 26, o grafico de uma funcgéo sobrejetora.

Figura 26 — Grafico de umafuncao f: R - R

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 26, toda reta tracada na horizontal no seu
contradominio R intercepta o grafico f em pelo menos um ponto. Implica que Vy € R
€ imagem de algum x € R no seu dominio. Dessa forma, a fungéo é sobrejetora.
Definicdo 1.11 Uma funcéo f: A — B € injetora se, e somente se, Vx; € Aex, € A,

temos x; # x, = f(x1) # f(xy).
A sequir, figura 27, o diagrama representa uma funcao injetora.

Figura 27 — Diagrama que representa uma funcéo injetora
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

49



A segquir, figura 28, o gréafico de uma funcéo injetora.

Figura 28 — Grafico de uma funcao f: R - R

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 28, toda reta tragada na horizontal no seu
contradominio R intercepta o grafico de f, no maximo, em um sé ponto. Implica que
nenhum elemento de Im(f) é imagem de mais de um elemento do dominio D(f).

Dessa forma, a funcéo € injetora.

Definigcdo 1.12 Uma funcdo f: A - B € bijetora se, e somente se, f for ao mesmo

tempo sobrejetora e injetora.

A sequir, figura 29, o diagrama representa uma funcao bijetora.

Figura 29 — Diagrama que representa uma funcéo bijetora

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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A sequir, figura 30, o grafico de uma funcéo bijetora.

Figura 30 — Grafico de uma funcdo f: R - R

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 30, toda reta tragada na horizontal no seu
contradominio R intercepta o grafico de f, em apenas um ponto. Implica que f é

sobrejetora e injetora. Dessa forma, a funcéo é bijetora.

1.11 PARIDADE DE UMA FUNCAO

Definicdo 1.13 Uma funcéo f: A - B € par se, e somente se, f(—x) = f(x), Vx € A.
Exemplo 1.28: Considere a fungédo f:R - R, f(x) = x? + 2.
Resolucéao:

fEx)=(x)?+2=x*+2=f(x)

Portanto, a funcdo f:R - R, f(x) = x2 + 2 é par. A seguir, figura 31, o gréafico

de uma funcao par.

Figura 31 — Gréafico de uma funcao f: R - R

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Em relagé@o ao grafico, figura 31, a funcdo par é simétrica em relagéo ao eixo
das ordenadas.
Definicdo 1.14 Uma funcdo f:A —» B é impar se, e somente se, f(—x) = —f(x),
Vx€A.
Exemplo 1.29: Considere a funcédo f: R - R, f(x) = 3x.

Resolucéao:

f(=x) =3.(=x) = =3x = —f (x).
Portanto, a funcdo f:R - R, f(x) = 3x € impar. A seguir, figura 32, o gréfico

de uma funcao impar.

Figura 32 — Gréfico de umafuncao f: R - R
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 32, a funcdo impar é simétrica em relacdo a

origem do plano cartesiano.

1.12 COMPOSICAO DE FUNCOES

Definicdo 1.15 Sejam as fungbes f: A - Beg: B — (C, denominamos fungéo
composta de g com f a fungdo gof: A - C, que é definida por (gof)(x) =
gf(x),x € A.

A sequir, figura 33, o diagrama que representa uma fungdo composta.
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Figura 33 — Diagrama de uma fungdo composta
A B

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

De acordo com a definicdo 1.15 o dominio de g(f(x)) € o conjunto de todos

os valores de x no dominio de f tais que f(x) esta no dominio de g.

Exemplo 1.30: Considerar a seguinte situacdo: Um terreno retangular foi dividido
em 20 lotes, todos de forma quadrada e de mesma éarea, figura 33. Nessas
condi¢cBes, vamos mostrar que a area do terreno é uma funcdo da medida do lado

de cada lote, representando uma composicao de funcoes.

Figura 34 — Terreno retangular
X

X

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
Neste caso, temos:

X: medida do lado de cada lote.
y: area de cada lote.

z: area do terreno.

(a) Area de cada lote: x*= y = x*
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Entdo, a area de cada lote € uma funcdo da medida do lado, ou seja: y =

f(x) = x%

(b) Area do terreno: vinte vezes a area de cada lote = z = 20y. Entdo, a

area do terreno é uma funcéo da area de cada lote, z = g(y) = 20y.

(c) Comparando a e b, temos: a area do terreno é igual a 20x? z = 20x?,
poisy = x’ez = 20y.

Entdo, a area do terreno é uma funcdo da medida de cada lote, z = h(x) =
20x°.

A funcdo h(x), chamamos de funcdo composta de g com f, e pode ser
indicada por: gof ou g(f(x)).

Portanto, gof(x) = g(f(x)), V x € D(f).

Exemplo 1.31: Sejam f a funcdo definida por Vvx—1 e g por g(x) = x + 2,
determinar:

(@) fog(x), e determine o dominio de fog.

(b) gof (x), e determine o dominio de gof.

Resolucao:

(@) fog(x) = f(gx)) = f(x + 2) = Vx+2—-1 = vx+ 1. O dominio de g
€ R, o dominio de f € [1,+ o[. Porém, o dominio de fog é o conjunto dos nimeros

reais paraos quaisx + 1 > 0 = x > —1,o0useja, D(fog) = [—1,+ ool.

(b) gof(x) = g(f(x)) = g(Wx—1) = Vvx—1+ 2. Como o dominio de f é

[1,+ oo[ e 0 dominio de g é R. Dessa forma, o dominio de gof é [1, + oo|.

Exemplo 1.32: Sejam f(x) = 3x — 2e g(x) = 4x + 1. Determine g(f(x)).

Resolucéao:

gfx) =gBx —2)=4B3x—-2)+1=12x -8+ 1 = 12x — 7.
Portanto, g(f(x)) = 12x — 7.
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Exemplo 1.33: Sejam f(x) = x*- 1e g(x) = x + 2. Determine fog(x) e gof (x).

Resolucéao:

fog(x) = f(g(x) = flx + 2) = (x+2)* -1
flgx)=x+4x + 4 — 1
flg(x)) =x*+ 4x + 3.
Portanto, fog(x) = x*+4x + 3.

gof(x) = g(f(x)) = g(x*=1) =x2—1+2=x*-14+2 = x*+1.
Portanto, gof(x) = x*+ 1.

Exemplo 1.34: Dada & funcédo f(x) = x 2 + 1, determine f(f(2)).

Resolucao:

4 +1 =05.
25 + 1 = 26.

f2) =@7°+1
fF@) = 5 +1
Portanto, f(f(2)) = 26.

EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Dados f(x) = x - 1 e g(X) = 5x - 6, determine:
@) f(g(x)
(b) g(f (=1))

(2) Sejam as fungdes f(x) = x> — 2x + 1e g(x) = 2x + 1. Calcule:

@) f(g(1)
(b) 9(f (x))

1.13 FUNCAO INVERSA
Definicdo 1.16 Seja y = f(x) uma funcao f:A — B. Se V y € B, existir exatamente
um valor x € A tal que y = f(x), entdo podemos definir uma funcdo g: B — A tal que

x = g(v). A funcdo g é chamada de funcéo inversa e denotada por f~1(x).
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Figura 35 — Diagrama
A B

g(y) = X< fx) =y

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Exemplo 1.35: Escreva a funcdo que determina o perimetro do quadrado em fungéo
da medida do lado. Em seguida, escreva a funcdo que determina a medida do lado
em funcéo do perimetro do quadrado.

Resolucéao:

Ao associar o lado e o perimetro de um quadrado, obtemos duas funcbes
bijetoras, tais que:
* a primeira a cada valor do lado associa o perimetro.

» a segunda, a cada valor do perimetro associa o lado.

Figura 36 — Quadrado de lado L
L

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Neste caso, temos:

L: medida do lado.

P: medida do perimetro.

A seguir, figura 37, a associacdo da medida do lado com o perimetro do

guadrado.

Figura 37 — Diagrama
A

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

56



Portanto, podemos escrever f: A — B, tal que, f(x) = 4x. A seguir, figura 38,

a associacdo da medida do perimetro com a medida do lado do quadrado.

Figura 38 — Diagrama
A

4]

A A A AA

QR NERIEN

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Portanto, podemos escrever g: B — A, tal que, g(y) = % Dessa forma, f e g

séo funcdes bijetoras tais que: o D(f) = A e CD(f) = B. Entretanto, o D(g) =B e
CD(f) = A. Assim, D(f) = Im(g) e Im(f) = D(g).

PROPRIEDADES DA FUNCAO INVERSA

(Py) Dom(f™) = Im (f).
(P) Im(f™") = Dom (f).
(P;) Seja f: A - B uma funcao inversivel. A funcdo g: B - A é uma funcéo
inversa da f quando para todo x € A e todo y € B temos:

gUfx) =xef(g®) =y

(P,) O gréfico da f~1(x) é simétrico ao grafico de f(x) em relacédo aretay = x.

Exemplo 1.36: Seja a fungéo f dada por f(x) = x + 3 e a sua funcéo inversa dada

por f"1 (x) = x — 3. A sequir, figura 39, o gréafico das funcdes f(x) e f~1(x).

Figura 39 — Gréfico da funcéo fe g = f~!

- 4
/ .
.

A ¥

,

.
5 4
. 4

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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De acordo com a P,, o gréfico da g = f~1(x) = x — 3 é simétrico ao grafico de

f(x) =x+ 3 emrelagdo aretay = x.
EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Determine a funcéo inversa das seguintes funcdes bijetoras de R em R:
@ fx)=x-6

(b) f(x) =3x + 4

() f(x) =1-2x

(d) f(x) = ==

(2) Seja a funcgéo f(x) = 3x - 4 definida de R em R, determine:

@ ()
(b) f71(2)
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CAPITULO 2 - FUNCAO EXPONENCIAL

2.1 POTENCIACAO

Definicdo 2.1 Dado o numero real a qualquer e um numero n inteiro e positivo,
define-se poténcia da base a e expoente n ao numero constituido por n fatores

iguais a a. Assim,a"=a-a-a-..-a.

2.2 PROPRIEDADES GERAIS SOBRE POTENCIACAO

(P,) Sendo todo ntimero real a,com a # 0,temos: a°® = 1.

1
(P,)Para todo nimero real a,coma + 0,n € Ncomn # 0,temos:a™" = pry

(P;) Sejaa € R,coma # 0,men € Z temos:a™-a™ = a™™",

(P,) Sejaa € R,coma+0,men €Z,temos:a™:a™ =a™ "

(Ps) Sejaa € R,coma # 0,men €Z,temos: (a™)" = a™™.

(Pg) Dada as poténcias (a.b)" ou (a:b)™, sendoaeb €R, comaeb #0en €1Z,

comn # 0, temos:

(a.b) =a™ b"ou (a:b)™ = a™: b™.
m
(P;) Dada a poténcia an,sendoa € R,,m € Zen € Z},comn = 2, temos:

m

an = \am™.

Observacao: 0° é uma indeterminacao.

2.3 RADICIACAO

Definicdo 2.2 Dados um numero real a (radicando) ndo negativo e um numero
natural n > 2 (indice), define-se raiz enésima de a o numero real b cuja poténcia

enésima é igual a a, ou seja, b™ = a. Assim, Ya = b © b" = a.

Exemplo 2.1: Calcule.
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(a) V32 = 2, pois, 2° = 32.
(b) =27 = =3, pois, (=3)3 = —27.
(c) V4 = +2, pois, (+2)? = 4.

(d) v—9 néo existe no conjunto dos nimeros reais um ndmero x tal que x? = —4.
OBSERVACOES:

(a) Se o indice do radical € um numero impar, a sua raiz € Unica e tem 0 mesmo
sinal do radicando;

(b) Os numeros negativos ndo tém raiz de indice par no campo dos numeros reais;
(c) Se o indice do radical € par, os nUmeros positivos tém sempre duas raizes reais

diferentes (simétricas).
2.4 PROPRIEDADES GERAIS SOBRE RADICIAC}AO

Dados os nimeros reais a e b, o nUmero inteiro m e 0s nimeros naturais nao

nulos n, n > 2 e p, temos:

(r)Va.b =Va . Vb
n|d %

(P2) E:%

(P;)Vam = "YamP

(P) (Va)" = Vam
(Py)|Va = "Va

2.5 EQUACAO EXPONENCIAL

Definicdo 2.3 Chama-se equacdo exponencial qualquer equacdo que apresenta
incégnita no expoente.

O método de resolucdo de equacdes exponenciais € chamado de reducéo a
uma base comum, em que poténcias iguais e de mesma base tém o0s expoentes

iguais. Assim, temos:
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a’ =a° o b=c(com0<a=1).

2.6 FUNCAO EXPONENCIAL

Definigcdo 2.4 Chamamos de funcdo exponencial de base a funcdo f de R em R que
associa a cada x real o numero real a*, sendo a € R,0 <a #1, ou seja,

{f:]R—)]R
x—->y=a"

Gréficos da Funcédo Exponencial

Figura 40 — Gréfico da funcéo f(x) = a*,coma > 1

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 40, podemos afirmar:
(@) O dominio € dado por: D(f) = R.
(b) A imagem é dada por: Im(f) = R}.
(c) A funcdo exponencial do tipo f(x) = a* passa pelo ponto (0, 1).

(d) Se a > 1, entdo, o seu grafico € crescente, pois, x; > x, = f(x;) > f(x,).
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Figura 41 — Gréfico da funcdo f(x) = a*,com0 < a < 1

flz) =a"(0<a<1)

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacéo ao gréfico, figura 41, podemos afirmar:
(@) O dominio é dado por: D(f) = R
(b) Aimagem é dada por: Im(f) = R}.
(c) A funcdo exponencial do tipo f(x) = a* passa pelo ponto (0,1).
(d) Se 0 < a < 1, entdo, o seu gréfico € decrescente, pois, x; < x, = f(x;) >

f(x2).

Exemplo 2.2: Elabore uma tabela relacionando x a cada uma das fungbes. Em

seguida, construa o grafico das seguintes funcées exponenciais:

(&) f(x) = 3%
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Resolucéo:

x fx)
213211
=3y
1] ,,_ 11
T3
0 30=1
1 3'=3
2 32=9
(b)f (x) = —3*
Resolucao:
x f)
2| 3 _t__1
-1 o _L_ 1
—G7)=-3 3
0 -39 =-1
1 -(3Y) =-3
2 -(3%)=-9
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©r@=()

Resolucao:

x fx)
iR
-

-

@ 5@ =-()

Resoluc&o:
X f)

) e
-
I
I
I
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() f(x)=2"-1

Resolucéao:
x fx) g
-2 1 1 3
22-1=—=-1=——-1=—-
22 4 4 )
-1 1 1 1
27l-l==-1=c-—-1=-=
21 2 2 .
0 20-1=1-1=
1 2l-1=2-1=1 2
2 22-1=4-1=3
1
5 4 -3 -2 1 1 2 3
_________________ e
Assintota horizontal
1X
M) e =(5) +1
Resolucao:
x f)
2| /172
(E) +1=22+1=4+1=5
-1 1—1
(E) +1=2'+1=2+1=3
0 1\°
(—) +1=1+1=2
2
) el
2) T T2 ¥
2 L I i S Aasintora hofimontal |
() +1=3+1=3
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2.7 AFUNCAO EXPONENCIAL f(x) = e*

De todas as bases possiveis para uma funcéo exponencial f(x) = a*, ha mais
importante para calculos é a base e. “Essa notagao foi escolhida pelo matematico
suico Leonhard Euler em 1727, provavelmente por ser a primeira letra da palavra
exponencial” (STEWART, 2009, p. 47).

Ao considerar a base e, as formulas do calculo ficam mais simples, pois
sobre a funcéo f(x) = e* passa a reta tangente no ponto (0,1) com uma inclinagcédo
1, figura 42. Assim, é mais apropriado adotar como base o nimero e. O valor do

namero irracional e até a quinta casa decimal é 2,71828.

Figura 42 — Grafico da fun¢éo f(x) = e* e da reta tangente no ponto (0,1)

7

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Exemplo 2.3: Acessar o software GeoGebra pelo QR Code, figura 43, e representar

o grafico das seguintes funcdes exponenciais.
@ fx)=e™
(b) F(x) = e7*

©) fx)=e*+1
(d) f(x) =3e*—-2
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Figura 43 — QR Code para acessar o software GeoGebra

Fonte: https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT.

(@)

(b)
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()

fla) =" +1

(d)

2.8 DECAIMENTO RADIOATIVO

“A massa de materiais radioativos, tais como o radio, o uranio ou o carbono-
14, se desintegra com o passar do tempo” (FLEMMING; GONCALVES, 2006, p. 47).
Dessa forma, podemos definir a meia-vida de um material radioativo como o

tempo necessario para que sua massa seja reduzida a metade. Considerando M,, a
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massa inicial no instante t = 0, M a massa no instante qualquer t, podemos calcular
aproximadamente a massa M pela funcéo exponencial:
M = Mye™*t,
Onde, k > 0 é uma constante que depende do material radioativo e esta
relacionada com sua meia-vida.

Exemplo 2.4: A meia-vida do carbono-14 é de aproximadamente 5.730 anos.
Determine:

(a) o valor da constante k;
(b) a quantidade de massa presente apos dois periodos de meia-vida, se no instante
t = 0 a massa era My,

(c) a idade estimada de um organismo morto, sabendo que a presenca do carbono —
14 neste é 80% da quantidade original.

Resolucéao:
(@)
_0_ Moe"k'5'73°
1
_ _— ,—5.730k
> e
1
lnE — lne—5.730k
l 1_ 5.730k
TLZ = .
Inl — In2 = —5.730k
0—1In2 = -5.730k
_ In2
"~ 5.730
k = 0,00012009.
(b)
=5 (5m0)
T2\2°
1
M = ZMO
M = O,ZSMO
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(c) Considerando M = 0,80M,, temos:
0 8M0 — Moe—0,0001209t
[n0,8 = —0,0001209¢

. [n0,8
~—0,0001209

t = 1.846 anos.
EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Represente graficamente as seguintes funcdes exponenciais, determinando o

dominio, e imagem indicando se € decrescente ou crescente.
(&) y =2*

1 X
(b) £ = (5)
(C) y — ex+2
(d) f(x) = 5%
e)y=e>*7?

1

M Fe =(2)
Q) y = 2¢”

(h) f(x) = s e* +2
()y=4"-3

(2) Seja f, g e h fungbes de R — R dadas por f(x) = 2.3%,g(x) = 5* -2 e h(x) =
5*~2, Determine:

@ f(2)

(b) g(2)

(c) h(2)

(d) x tal que h(x) = 125

(e) x tal que g(x) =3

(3) Encontre a funcdo exponencial f(x) = k.a* de cada gréfico a seguir.

(@)
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B (304)

(1.8)

(b)

(4) Sob condicdes ideais sabe-se que uma certa populacdo de bactérias dobra a
cada 3 horas. Supondo que inicialmente existam 100 bactérias:

(a) Qual o tamanho da populagéo apds 15 horas?

(b) Qual o tamanho da populacdo apoés t horas?

(c) Qual o tamanho da populagéo apds 20 horas?
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(d) Trace o gréfico da funcdo populacéo e estime o tempo para a populacdo atingir
50.000 bactérias.

(5) Uma cultura de bactérias comeca com 500 individuos e dobra de tamanho a
cada meia hora.

(a) Qual o tamanho da populagéo apds 3 horas?

(b) Qual o tamanho da populagcéo apos t horas?

(c) Qual o tamanho da populacdo apés 40 minutos?

(d) Trace o gréfico da funcdo populacdo e estime o tempo para a populagéo atingir
100.000 bactérias.

(6) A meia-vida do radio-226 € de 1.620 anos.
(a) Obter o modelo de decaimento exponencial para esta substancia.
(b) Apds 700 anos, qual o percentual de uma dada quantidade inicial de radio ainda

resta?

(7) Uma certa substancia radioativa decai exponencialmente sendo que, apos 100
anos, ainda retam 60% da quantidade inicial.

(a) Obter o modelo de decaimento exponencial para esta substancia.

(b) Determinar a sua meia-vida.

(c) Determinar o tempo necessario para que reste somente 15% de uma dada

massa inicial.

(8) Uma empresa expande suas vendas em 20% ao ano. Se este ano a venda inicial

foi de 1.000 unidades, quantas vendera daqui a 5 anos? Dado: V = V,. (1 + i)*.

(9) Um imével vale hoje R$150.000, 00 e a cada ano sofre uma desvalorizacdo de
3% ao ano. Dado: y = C. (1 + i)~.
(a) Qual seu valor daqui a 10 anos?

(b) Sejay o valor do imével daqui a x anos. Qual o gréfico de y em fungéo de x?

(10) Agrénomos e Matematicos do IFPE estdo pesquisando o crescimento de uma
cultura de bactérias e concluiram que a populacdo de uma determinada cultura P(t),

sob certas condi¢des, em funcéo do tempo t, em horas, evolui conforme a funcao
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t
P(t) = 5.23. Para atingir uma populacdo de 160 bactérias, apoés o inicio do
experimento, o tempo decorrido, em horas, corresponde a:
(@5 (b) 15 (c) 160 (d) 32 (e)
10

(11) Um grupo de bidlogos esta estudando o desenvolvimento de uma determinada
colénia de bactérias e descobriu que sob condi¢cbes ideais, 0 numero de bactérias
pode ser encontrado através da expressdo N(t) = 2000.2°*, sendo t em horas.
Considerando essas condi¢cbes, quanto tempo apds o inicio da observacédo, o
namero de bactérias sera igual a 8.192.000?

(@ 10 h (b) 12 h (c)20h (d) 24 h (e)8h
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CAPITULO 3 — FUNCAO LOGARITMICA

3.1 UMA BREVE HISTORIA

O surgimento dos logaritmos, deve-se ao matematico escocés John Napier
(1550-1617), a palavra logaritmo € de origem grega, logarithmus: logos, razéo, e
arithmos: numeros. Jhon Napier se interessou fundamentalmente pelo calculo
numerico e pela trigonometria. Em 1614, e ao fim de 20 anos de trabalho, publicou a
obra intitulada Mirifici Logarithmorum canonis descriptio, em portugués
(Descricdo da maravilhosa lei dos logaritmos). O matematico inglés Henry Briggs
(1561-1630), aperfeigcoou os logaritmos utilizando a base 10. Em 1624 publica sua
pesquisa intitulada Arithmetica logarithmica, que continha uma tabua de
logaritmos decimais, com 14 casas de precisdo, dos numeros de 1 a 20.000 e de
90.000 a 100.000.

Exemplo 3.1 Uma pessoa aplicou R$10.000,00 a juro composto de 1,8% ao més.
Ap6s quanto tempo terd um total de R$11.534,007?

Resolucao:

C =10.000
i=18%am=0,018am
M = 11.534

Usando a férmula do montante temos:
M=C.(1+it
11.534 = 10.000. (1 + 0,018)*

11.534
10.000
1,1534 = 1,018%.

=1,018¢

Para resolver essa equacgéo exponencial, podemos explorar as propriedades

dos logaritmos e fazer os calculos com o auxilio de uma calculadora cientifica.
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1,018t = 1,1534

Aplicando logaritmo nos dois membros da igualdade, temos:
log1,018t = log1,1534.

Usando a propriedade do logaritmo de uma poténcia, temos:
t.log1,018 = log1, 1534.

Assim,

_ log1,1534 _
~ log1,018

Portanto, ap6s 8 meses de aplicacao, ela tera um montante de R$11.534, 00.

Definicdo 3.1 Dado um numero a, positivo e diferente de um, e um numero b
positivo, chama-se logaritmo de b na base a o niumero real x tal que a* = b.

De acordo com a definicdo 3.1, temos: a > 0,a #1eb > 0.

Assim,

log,b =x & a* =b.

Onde:
a : base do logaritmo.
b : logaritmando ou antilogaritmo.

x: logaritmo.

Exemplo 3.2: Calcule:
(@) loge36

Resolucao:
l0ge36 = x © 36 = 6* © 62 = 6 © x = 2.

(b) logs 625

Resolucéao:

logs 625 = x © 625 = 5* © 5* = 5* © x = 4.
Existe varios sistemas de logaritmos, vamos apresentar dois deles que se

destacam:
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Sistemas de logaritmos decimais

E o sistema de base 10, também chamado sistema de logaritmos comuns® ou

de Briggs. Quando a base é 10 costuma-se omitir-se a base na sua representacao.
Sistemas de Logaritmos Neperianos

E o sistema de base e (nimero irracional chamado de nimero de Euller, e =
2,71827...), também chamado de sistema de logaritmos naturais*. O nome neperiano

deve-se a J. Napier.
EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Calcule os logaritmos abaixo:
(@) log,8 =

(b) log749 =

(c) logs81 =

(d) log71 =

(e) logs3 =

(f) log1010* =

(9) logz2™° =

(h) logs § =

(i) |Og§25 =

(i) logzs £ =

(k) log.64 =

(2) Calcule as seguintes adigbes abaixo:
(a) log216 + logs81 + log40, 25.

(b) 10g,1.024 + log £ 625.

(3) Calcule x nas igualdades:

* Indicado por log,, b ou logb.
* Indicado por Inb que é igual a log, x.
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(@) logzx = 5.
(b) 3 =logax.
(c) log(x + 1) =2.

(4) Determine o valor da base a nas seguintes igualdades.

(@) loga8 = 3.
(b) loga81 = 4.
(c) loga5 = 1.
(d) loga36 = 2.
(e) log.4 = -2
(f) logal = 0.

(9) loga = = 2.
(h) logab = 2.
() logal0 = 1.

Condicao de Existéncia

Para que os logaritmos existam é necessario que em log,b = x, tenha-se:
e Logaritmando ou antilogaritmo positivo (b > 0).
e Base positiva (a > 0).

e Base diferente de (a #1).

Exemplo 3.3: Determinar o dominio da funcéo f(x) = logs;(x — 3).

Resolucao:

Uma das condi¢cdes para que exista o logaritmo é que o logaritmando seja

positivo, ou seja:
(x—3)>0

x > 3.
Portanto, temos: D = {x € R/x > 3}.
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Consequéncia da definicéo
Exemplo 3.4:

(1) log,1 = x & 1 =2*¥ & 2° = 2* & x = 0.Portanto: log,1 =

(2) log,2 = x © 2 = 2 & 21 = 2*¥ © x = 1. Portanto: log,a
(3) log,23 = x © 23 = 2*¥ & x = 3. Portanto: log,a™ = m.
(4) 210924 = x & 210922 = 22 = 4 Portanto: a9 = .

(5) logsx = logs7 < x = 7.Portanto:log,b = log,x < b = «x.
EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Determine os valores reais de x para que exista:
(@) logz (x — 8).

(b) logs(5x — 2) + logs(x — 3).

(c) logs(x? + 4x — 5).

(d) log,z,q (2% + x — 12).

(2) Calcule o valor dos logaritmos:
(@) log,1.

(b) logy g0,8.

(c) log zV2.

(d) lo ggl.

(e) logos1.
(f) log10,1.
(9) loge6.
(h) loge1.

(3) Calcule o valor dos logaritmos a seguir:
(a) logs5*.

(b) log,28.

(c) log;0107%.

(d) log,m>.

(e) log,16.
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(f) logsV/5.
(9) log;243.
(h) log, V2.

(4) Calcule o valor das expressoes:
(a) 10'09103,

(b) 2t0925,

(c) 210g26.10g610_

(d) 31092710932

(e) 103109102

(f) 21+log23_

(5) Calcule o valor de x:
(@) logex = loge8.

(b) logz8* = log;16.

(c) logx? = logx.

(d) logg (x—1) = log§3.

3.2 PROPRIEDADES OPERATORIAS
(P1) Logaritmo de um produto
log,(b.c) =log,b + log,c

Exemplo 3.5:

(@ logs(7.2) = logs7 + log;2.
(b) log,(5.3.7) = log,5 + log,3 + log,7.

(P2) Logaritmo de um quociente.

b
log, (Z) = log,b — log,c

Exemplo 3.6:

(@ logs G) = logs7 — log;2.
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8
(b) logs (5) = logs8 — logs3.
(P3) Logaritmo de uma poténcia.
log,b™ = m.log,b

Exemplo 3.7:

(@ log,5% = 3.log,5.
(b)  log;4~° = —5.logs4.

MUDANCA DE BASE

ogab = 1o
Exemplo 3.8:
(a) Escrever log75 na base 2.

log,5 = ﬁgizi
(b) Escrever log75 na base 10.

= 2

SINTESE:

e Defini¢cao de logaritmo
logshb=x © a*=0»>
e Consequéncias da definicéo
(@) log, = 0.
(b) log,a = 1.
(c) log,a™ =m.
(d) alo9ab = p,
(e) log,b =log,x & b = x.

Exemplo 3.9: Sabendo que log, = 0,301 e log; = 0,477, calcule:
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(@) log6

Resolucéao:

Usando a propriedade do logaritmo de um produto, temos:
log6 =log(2.3) =log2+1log3 = 0,301 + 0,477 = 0,778.
Portanto, log6 = 0,778.

(b) log5

Resolucao:

Usando a propriedade do logaritmo de um quociente, temos:

10
log5 =log (7

Portanto, log5 = 0,699.

) = log10 — log2 =1 - 0,301 = 0,699.

(c) log2,5
Resolucao:

Usando a propriedade do logaritmo de um guociente e lembrando que 2,5 = %
temos: log2,5 = log = = log> = log5 — log2 = 0,699 — 0,301 = 0,398,

Portanto, log2,5 = 0,398.
3.3 EQUACOES LOGARITMICA

Definicdo 3.2 Chama-se equacao logaritmica toda equacdo em que a incognita
aparece no logaritmando, na base ou em ambos.
Para resolver uma equacéo logaritmica, temos:
(a) Condicdes de existéncia;
(b) Definicao de logaritmo;
(c) Consequéncias da definigéo;
(d) Propriedades operatérias;
(e) Mudanca de base;

(f) verificar se o conjunto solugéo satisfaz a condi¢éo de existéncia.
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Exemplo 3.10: Resolva a equacéo, log,(x + 2) + log,(x — 2) = 5.
Resolucéao:

As condicOes de existéncia sao:
xX+2>0=>x>-2ex—-2>0=>x >2
Usando a propriedade do logaritmo de um produto, temos:
log,(x +2).(x—2) =5
Pela definicdo de logaritmo, temos:
(x+2).(x—2)= 25
x2—4=32
x2=32+4
x? =136
x = *6.
Percebe-se, que somente o valor 6 satisfaz as condi¢cdes de existéncia. Logo,

S = {6}.

Exemplo 3.11: Suponha que um carro sofra uma desvalorizagdo de 10% ao ano.
Em quanto tempo o valor do carro reduzirda a um terco do valor inicial? (Use log 3 =
0,477).

Resolucao:

Vamos chamar de x o valor inicial do carro.

Apoés 1 ano, seu valor sera:

X—10% de x=x-0,1x=0,9x=x.0,9

Apés 2 anos, seu valor sera: (x.0,9).0,9 = x.0,92.

Ap0s 3 anos, seu valor sera: (x.0,9%).0,9 = x.0,93.

Apds 4 anos, seu valor sera: (x.0,9%).0,9 = x.0,9* , assim apds t anos, seu
valor seré: x.0, 9¢.

Agora, vamos calcular t para que esse valor seja g isto €, um terco do valor
gue era no inicio.

Logo: x.0,9t = g dividindo os dois membros por x # 0, temos: 0,9¢ = §

Para resolver a equacao exponencial obtida, vamos aplicar os logaritmos nos

dois membros da igualdade. Assim:
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1
log0,9" = log T

Usando as propriedades dos logaritmos, temos:

1 9 1
t.log0,9 = log§ =>t. logﬁ = log§

t.(log9 — log10) = logl — log3
t.(log3%? — log10) = logl — log3
t.(2log3 — log10) = logl — log3
t.(2.0,477 — 1) = 0 — 0,477
0,046.t = —0,477
t = 10,37anos.

Se 10,37 anos = 10 anos + 0,37 do ano, ou seja, 10 anos + 0,37. 12 meses =
10 anos + 4,44 meses. Portanto o tempo para que o valor do carro se reduza a do

valor inicial € de, aproximadamente, 10 anos e 4 meses.

Exemplo 3.12: A escala do pH (potencial hidrogeniénico) é uma escala logaritmica,
que varia de 0 a 14, usada para determinar se uma solucdo € acida, neutra ou
basica (alcalina). Substancias que apresentam pH menor que 7 sdo consideradas
acidas, porque ha um predominio de ions de hidrogénio (H*) sobre os de hidréxido
(OH™), ao passo que substancias com pH maior que 7 sdo consideradas basicas,
apresentando maior concentracdo de ions OH~ do que a de H*. O pH igual a 7
indica que a substancia é neutra, pois tem as mesmas concentracoes de H* e OH".

O pH é calculado pela equacéo logaritmica:

pH = —log[H™].

O pH é um dos fatores que devem ser considerados para se avaliar a
qualidade da agua. No rétulo de garrafas de agua mineral, € comum haver a
indicacdo do seu pH. Recomenda-se que varie de 7 a 10. Considerando que o pH da
agua pura é neutro, portanto, igual a 7, a agua da garrafa cujo rétulo indica pH 8 &
considerada acida ou basica? Qual é a sua concentracdo de fons H* em relacdo a
agua pura?

Resolucéao:

A agua com pH 8 é basica.

Se o pH da agua pura é 7, entdo a concentracédo de ions H* é:
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7 = —log[H*]

[H*] =1077.
Para a 4gua cujo pH é 8, a concentracdo de ions H* é igual a:
8 = —log[H™]
[H*] = 1078,
. . 1077 -1
Assim, temos: — = 107 -.
10-8

Portanto, a concentracdo de fons H* da garrafa é 10 vezes menor que a da

agua pura.

Exemplo 3.13: Resolva em R, e equacao log,(x —3) = 5.

Exemplo 3.14: Resolva em R, e equacao log,_,(5x —9) = 2.
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Exemplo 3.15: Resolva em R, e equacao logs(x — 3) + logs(x + 4) = logs8.

EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Resolva as seguintes equacgoes:
(@) log,(x —3)=5

(b) log,(x —4) =3

(€) logx-1(5x —9) = 2

(d) log,(3x* —x) =2

(e) logs(logzx) =1

(f) (logzx)? —logzx — 6 =0
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(2) Admitindo log 2 = 0,3 elog 3 = 0,48, resolva as equagdes exponenciais:

(@)3*=2
(b) 4* =3
(c)2*=9
(d) 6* =8
(e) 6* =20
(f) 4* = 0,3

(3) Admitindo log 2 = 0,3 e log3 = 0,48, calcule os seguintes logaritmos:
(@) log6

(b) log8

(c) log24

(d) log300

(e) log0,2

(4) Ache o valor das expressoes:

(@) log 5 + log 200

(b) log 100 + log 50 + log 10 + log 2
(c) log,24 - log,3

(d) logs8 + logs12,5 - logs4

(5) Determine o conjunto solucéo da equacéao log,(x + 3) + log,(x — 4) = 3.

(6) Dados log2 = 0,301elog3 = 0,477, calcule o valor de x na equagdo 2*! +
2%"2 =9,

(7) Resolva o sistema:

{ a+b=20
loga + logb = 2.

(8) O lucro mensal, em reais, de uma empresa é expresso pela lei L(t) =

3.000.(1,5)t, sendo L(t) o lucro apés t meses.

(a) Qual o lucro dessa empresa apés 2 meses? R: R$6.750,00.
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(b) Daqui a quantos meses o0 lucro serd de R$36.000, 00? Use
log2 = 0,301elog3 = 0,477.

(9) Suponha que o preco de um carro sofra uma desvalorizacdo de 20% ao ano.
Depois de quanto tempo, aproximadamente, seu preco caird para cerca da metade

do preco de um carro novo? Use: log2 = 0,30.

(10) Um investidor aplicou R$80.000,00 a juro composto de 2, 2% ao més.
(a) Daqui a quantos meses, aproximadamente, tera um montante de R$85.400,007?

(b) Apés quantos anos terd um montante de R$134.868,80?

(11) Se log,((2x — 5) = 0, entédo x vale:
@x=2 (b)x=3 (c)x=1 (d)yx=-3

(12) O valor de log,(16) + logis(2) € igual a:
(a) 0 (b) = (c) 1 (d) 4 (e)

17

(13) A guantia de R$ 1.370,00 foi aplicada em uma instituicao financeira que paga
juros compostos de 25% ao ano. ApOs quantos anos esse capital produz o montante
de R$ 5.480,00? Considere: log2 = 0,3 e log5 = 0,7.

(14) O banco X empresta dinheiro aos clientes cobrando uma taxa de juros
compostos de 6% ao més. Supondo que um cliente pediu um empréstimo de R$
5.000,00, apds quantos meses o montante de sua divida chegara a R$ 50.000,00?
Considere log1,06 = 0,025.

3.4 FUNCAO LOGARITMICA

Definicdo 3.3 Chamamos de funcéo logaritmica de base a,a € R;,0 < a #1 a
Ry —R

funcdo f de R} em R que associa a cada x o0 numero log,x ou seja, {x Sy = logx
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Gréaficos da Funcédo Logaritmica

Figura 43 — Gréfico da fungdo f(x) = log,x,coma > 1

(1.0)

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacéo ao gréfico, figura 43, podemos afirmar:
(a) O dominio é dado por: D(f) = R}.
(b) Aimagem é dada por: Im(f) = R.
(c) Toda fungéo logaritmica do tipo f(x) = log,x passa pelo ponto (1,0).

(d) Se a > 1, entdo, o seu gréfico é crescente.

Figura 44 — Grafico da funcéo f(x) = log,x,com0<a <1

(19

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Em relacdo ao grafico, figura 44, podemos afirmar:
(a) O dominio é dado por: D(f) = R}.
(b) Aimagem é dada por: Im(f) = R.
(c) Toda funcéo logaritmica do tipo f(x) = log,x passa pelo ponto (1, 0).

(d)Se 0 < a < 1, entdo, o seu grafico é decrescente.

Exemplo 3.16: Construa o gréfico da funcéo f(x) = log,x.

Resolucéao:
x | x| f(x) ]
2731} =3
8 4
272 (1] =2 ;
4
271 1) -1 :
2 |
2° 1] 0
21 2 1 7 6 & -4 3 2 1 0 2 3 4 5 (] 7 8 9 10 1"
22 |4 2 .
2° |8] 3 .

Exemplo 3.17: Construa o grafico da funcdo f(x) = logix.

Resolucéao:

f) .

w

3

N
|
w
TR

N
|
N
TR

Ne—r N——r N——
N
N
-

N

|

N

I
olelvleRIRRI2 R 2|y

1 1
20 0 g
2! -1
22 -2 3 -a 4 2 0
283 -3
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EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) As funcdes logaritmicas f e g séo dadas por f(x) = logsxe g(x) = log,x.
Determine:

@) (9

(b) g(1)

©r(3)

(d) D(f)

(€) Im(f)

(f) £(27) + g(16)

(2) Dados f(x) = logz(x + 1),g(x) = 4 + log,x e h(x) = log2x, determine:
@) f(2)

(b) g(2)

(c) h(5)

(d) h(50)

(€) g(1)

() £(0)

(3) Construa os graficos das seguintes funcdes logaritmicas:
(@) f (x) = logsx
(b) f (x) = logix

3

(4) Construa, num mesmo sistema de eixos, os graficos de:

(@) f() = 2% e f(x) = log,x
0) f) = (3) e f (@) = logax
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CAPITULO 4 - FUNCAO MODULAR

4.1 DEFINICAO DE MODULO

Definicdo 4.1 O médulo ou valor absoluto de um numero x, que indicamos por

x| _{x,sexz 0
—x,sex <0’

Dessa forma:

e Se x é positivo, 0 modulo de x € igual a x.
e Se x € negativo, 0 médulo de x é o seu oposto, —x.

e O modulo de um nimero real € sempre maior ou igual a zero, |x| =0,V x.

O moddulo de um numero pode ser representado na reta numérica real. Ele

indica a distancia de um numero na reta a origem.

Exemplo 4.1:

LO
wQ

(@) |-3| = 3, pois, a distancia do numero -3 a 0 é de 3 unidades.

(b) |3] = 3, pois, a distancia do numero 3 & 0 é de 3 unidades.
Exemplo 4.2:

(@) |2] = 2, pois, 2 >0

(b) |-5| = —=(=5) = 5, pois, =5 < 0
(c)lof=0

@ |5 = 5

(€) Va2 = x?
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PROPRIEDADES

(Py) |x| =0,V x.

(P,) |x| = |—x|, para qualquer nimero x.

(P3) |x.y| = |x|.]yl|, para quaisquer nimeros reais x € y.
e Sex>0ey>0,entdo |x.y| =xy e |x|.|y| = xy;
e Sex>0ey<0,entdo |x.y| = —xy e |x|.|y| = —xy;
e Sex<O0ey>0,entdo |x.y| =xye |x|.|y| = —xy;

e Sex<0ey<0,entdo |x.y| =xy e |x]|.|y| = xy.
) |7

(Ps) |x +y| < |x| + [yl

= % para quaisquer nimeros reais x e y, com y # 0.

EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Calcule os médulos a seguir, dados os valores, V2 = 1,41,v/3 = 1,73,/5 =
2,24, m = 3,14.

@ [6 5]

(b) |2+ V3]

(c) |4 —ml

(d) |\/§ — 3|

x>+2, sex>0

e determine o
—2x, sex <0

(2) Construa o grafico da seguinte funcdo f(x) ={

valor de f(3), f(—1), f(2).
(3) Dadas as funcgOes f(x)z{

4x —1,se x <3 o (x):{x2+4x+3,sex<1
x*>+2,sex >3 9 —x,sex>1

calcule:
(@ f(3) —g(5)
(b) g(0) +2.f(-1)

f(4)
C —_—
( )9(1)
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3x+4,sex<0

M)Sﬂafﬂ&eR,mmmmlmrf&)z{x_zsex>0.

Determine 0s possiveis

valores de x para:
(@ f(x)=0
(b) f(x) = -2

(5) De acordo com a definicdo de modulo, calcule:

(@) [4 7|
(b) |-2 + 4|
(€) [=1 -5
(d) 1=2] + =8|
(€) [=3] = |-15]

(6) Aplicando a definicdo de mdodulo, determine o valor numérico de:

(@) 3x — |x|, para x = —3.
2x+1

O rres

(€) |2x3 + x? —x + 1] — |x? — 2x + 3|, para x = 2.

|, para x = —2.

4.2 EQUACOES MODULARES

Definicdo 4.2 Equacdes modulares sao igualdades que apresentam o mdodulo em

pelo menos um dos membros que contém a incognita.

Exemplo 4.2: Resolva em R.

(@ 3x+6]=2
Resolucéao:
4
3x+6=2—>3x=—4—>x=—§
I3x+6]=2 -

8
—(3x+6)=2—>—3x—6=2—>—3x=8—>x=—§

Encontramos duas possibilidades de solucdo. Entretanto, ambas precisam ser

verificadas.
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. 8
e Verificando x = -3

.(-3) +¢| =2
. 3 -
| -84+ 6| =2
|—-2| = 2.
Dessa forma, percebe-se que —g € raiz da equacéo.

. 4
e Verificando x = -3

5.(=3) +¢[ =2
. 3 -_
|—4+ 6| =2

12| = 2.

4 . ~ . ~ 7
Dessa forma, percebe-se que —3 € raiz da equacdo. Assim, a solucdo é

(0) [x+ 4| =—-3x+5

Resolucéao:

1
x+4=—3x+5—>4x=1—>x=z

|x +4|=-3x+5 - 9
—(x+4)=—3x+5—>—x—4=—3x+5—>x=§

Encontramos duas possibilidades de solucdo. Entretanto, ambas precisam ser
verificadas.

. 9
e Verificando x = >

|9+4|— 3(9)+5
2 V)

|17_ 27_|_5
21 2

|17_17
21 2

9 ~ - . ~
Dessa forma, percebe-se que 5 Nao é raiz da equacao.
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’17_ 3+5
21 4

|17 17
21 2
Dessa forma, percebe-se que i € raiz da equacgao. Assim, a solucdo é S = E}

) 2x + 1| = |x + 3]

Resolucéao:

2x+1=x4+3->x=2->x=2

_ 4
2x+1] = |x+3]| - 2x+1=—(x+3)—>3x=—4—>x=—§'

Encontramos duas possibilidades de solucdo. Entretanto, ambas precisam ser
verificadas.
e Verificando x = 2.
2.2+ 1| = |2 + 3|

5] = |5]
5=5
Dessa forma, percebe-se que 2 é raiz da equacao.
e Verificando x = —%.
2(-3)+1[=-5+3]
3 13
-3+1]=[3
3 13
| 5/ 5
33
5 5
33

4 . ~ . ~ 2
Dessa forma, percebe-se que —3 € raiz da equacédo. Assim, a solucdo é

s={2-3}.
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EXERCICIO PROPOSTO

Resolva em R as seguintes equacoes:
@|x+3/=7

(b) 12x — 1] = |x + 2|
©)13x+9|=x+1

d)|—x—4|=-2

4.3 INEQUACOES MODULARES

Definicdo 4.3 Inequacbes modulares sdo desigualdades que apresentam o modulo

em pelo menos um dos membros que contém a incégnita.

OBSERVACOES:

(1) Representacao de todos 0s himeros reais menores ou maiores a a.

@x<a: O
a

S={xeR/x<a}ous =]—x,al.

(b)x > a: 0
S={xeR/x>a}ous =]a,+xl.

(2) Representagcdo de todos 0s numeros reais menores ou iguais ou maiores ou

iguais a a.

@)x<a o
a

S={xeR/x<a}ous =]—x,al.

(b)x = a: 0

S={x€eR/x=>a}ous = [a,+oo|.
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PROPRIEDADES

(P,) Se |x| < a,entdo: —a < x < a.

°
-a
(P,) Se |x| < a, entdo: —a < x < a.

oo

O
a

w0

(P;) Se |x| = a,entdo: x < —aoux = a.

Cr
-a

wQ

(P,) Se |x| > a, entdo: x < —a ou x > a.

o)
Cr
|

w0

EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Represente na reta real a solugéo das seguintes inequacoes:
@) Ixl <5
(b) Ix| <2
(©) |x| > 2
1
(d) x| = =

(2) Quantos sdo 0s numeros inteiros que satisfazem a inequacgéo |x — 5| < 6?

(3) Encontre o conjunto solucéo da inequagdo modular |x? + 4x — 2| < 10.

4.4 FUNCAO MODULAR

Definicdo 4.4 A funcdo f:R — Rque associa cada numero real ao seu modulo

definida por f(x) = |x| chama-se funcao modular ou fungcdo médulo.

x,sex =0

A funcdo modular pode ser escrita da seguinte maneira: f(x) = {_x cox <0

O dominio da funcédo é D(f) = R e o conjunto imagem é dado por Im(f) = [0, +oo].
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Exemplo 4.3: Construa o grafico da funcéo f(x) = |x|.

Resolucéao:

Para construir o gréfico da funcéo f(x) = |x| temos duas condi¢des:

e Sex=>0,entdo, f(x) = x.

x| fG) | ()
0] 0 [e(0,0)

1] 1 (1,1
2| 2 (2.2)
3] 3 (3.3)

Para construir o gréafico da fungéo f(x) = |x| temos duas condi¢des:

e Sex <0, entdo, f(x) = —x.

x | fx) | (xy)

0 0(0,0)

-1 1 (1,1)

-2 2 (2,2)

-3 3 (3.3)

Figura 45 — Grafico da fungéo f(x) = |x|
5
4
3
2
1
-6 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 [

g

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Exemplo 4.4: Construa o grafico da fungéo f(x) = |x| + 2.
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Resolucéao:

Exemplo 4.5: Construa o gréfico da funcdo f(x) = [x| — 3.

Exemplo 4.6: Construa o gréafico da funcdo f(x) = |x + 2|.

Resolucéao:

Para construir o grafico da funcéo f(x) = |x + 2| temos duas condi¢des:

e Sex+2=>0=x=>-2,temos: f(x) =x + 2.
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x | f(x) x,y)
-2 0 e (—2,0)

-1 1 (-1,1)
0 2 0,2)
1 3 (1,3)

Para construir o gréfico da funcéo f(x) = |x| temos duas condi¢des:

e Sex+2<0=x<-2,temos: f(x) = —x — 2.

x | f(0) ()
-2 0 | 20
-3 1 (-3,1)
-4 | 2 (-4,2)
5| 3 (-5,3)

EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Construa o grafico da funcdo g(x) = |x? — 5x + 4/.

(2) Uma bola é arremessada a partir do ponto (0,4) e, no ar, segue a trajetéria dada
pela curva y = |—x? + 4|. Faca o grafico da parabola para x variando de 0 a 3m, e

determine o primeiro ponto em que ela quica no chéo.

(3) Construa o gréfico das funcdes a seguir.
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@ f(x) =1Ix—-1]

(b) f(x) =Ix+2| -3
) f(x) =Ix[+1

d) f(x) = |x* — 6x + 5|
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CAPITULO 5 - FUNCOES TRIGONOMETRICAS

5.1 FUNCAO SENO

Definicdo 5.1 Chamamos de fun¢&o seno a funcéo f de R em R que associa a cada

. . ffR—R
X 0 nUmero senx Ou seja, :
X =y =Ssenx
Note que o dominio e o contradominio sdo iguais a R. Para representar o
gréafico da funcéo seno, deve-se estudar as extremidades dos arcos notaveis do ciclo
trigonométrico. Entretanto, vamos restringir a analise dos arcos no intervalo [0,27] e

obter alguns pontos (x, y) no plano cartesiano.

Figura 46 — Gréfico da fungdo f(x) = senx para o intervalo [0,27]

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 46, podemos afirmar:
(@) O dominio é dado por: D(f) = R.
(b) O contradominio é dado por: CD(f) = R.

(c) Aimagem é dada por: Im = [-1,1].

(d) A funcéo f(x) é crescente nos intervalos: [0, g] e E T, Zn].
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(e) A funcéo f(x) € decrescente nos intervalos: E%n]

Pela definicdo, o dominio é R. Assim, podemos considerar os valores
negativos para x e valores maiores que 2w para representar o grafico da funcéo

f(x) = senx. Dessa forma, segue o grafico da funcao f(x) para o dominio R.

Figura 47 — Gréfico da fungéo f(x) = senx para o intervalo ]—oo, 4+-co[

3

=
w
=
r
)
=

smi2

-sif/zn —311/2 - -2 w2
K 7

-3

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 47, podemos afirmar:
(@) O dominio é dado por: D(f) = R.
(b) O contradominio é dado por: CD(f) = R.
(c) Aiimagem é dada por: Im = [-1,1].
(d) A funcéo seno é uma funcéo impar, pois, sen(—x) = —sen(x).

(e) O periodo da funcéo seno é P = 2m, pois, senx = sen(x + 2m) = sen(x + 4m) =

De modo geral, temos:

e O periodo da fun¢&o do tipo f(x) = a + b.sen(cx + d), € dado por:
21

= m_
¢ A amplitude da fungé&o do tipo f(x) = a + b.sen(cx + d), € dado por:
A = |b|.
e Aimagem da funcao do tipo f(x) = a + b.sen(cx + d), é dada por:
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Im(f) = [a — |bl;a + |bl].

Exemplo 5.1: Faca o esboco do grafico das funcbes em que x € [0,2r] e determine

a imagem, periodo e amplitude em cada caso.

(@) f(x) = senx

Resolucéao:

x | f(x) =senx
0 0

n 1

2

T 0

3 -1

-T

2w 0

Em relacdo ao grafico, figura 46, podemos afirmar:

Im(f) = [-1,1];
P 2m 2
= =
1]
A= |1| =
(b) f(x) = 2.senx
Resolucao:
x | senx | f(x) = 2.senx
0 0 20=0
T 1 2.1 =2
2
T 0 20=0
3 [ -1 | 2(-D) =2
=T
21 0 20=0

104



Figura 48 — Gréfico da fungdo f(x) = 2senx para o intervalo [0,27]

0 w2 m 3m/2

-2

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 48, podemos afirmar:

Im(f) = [-2,2];
21
P =m= 2m;
A=2|=2

(©) f(x) = 2.sen(4x)

Resolucéao:
4x | x | sen(4mn) | f(x) = 2.sen(4x)
0 0 0 20=0
T 1 21=2
2 8
T | T 0 20=0
4
3 3 _ 1) = —
3 3 1 2.(-1) = -2
8
2 | © 0 20=0
2
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Figura 49 — Gréfico da fungdo f(x) = 2sen(4x) para o intervalo [0,27]

AWAWAWA

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

o

Em relacdo ao grafico, figura 49, podemos afirmar:

Im(f) = [-2,2];
2w
P =m =§;
A=12|=2.

d) f(x) =1+ 3.sen(2x + m)

Resolucao:

2x x | sen(2x+m) | f(x) =14 3.sen(2x + m)
+r

0 0 0 14+30=1
Tz 1 1+31=4

2 4

T 0 0 14+30=1

3 T -1 1+3.(-1)=-2

2" | 4

2 g 0 1+3.0=1

106



Figura 50 — Gréfico da fungdo f(x) = 1 + 3.sen(2x + ) para o intervalo [0,27]

0 mi2 m 3mi2 2m

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 50, podemos afirmar:

Im(f) = [-2,4];
p=2F__.
12
A=3]=3.

5.2 FUNCAO COSSENO

Definicdo 5.2 Chamamos de fung&o cosseno a funcéo f de R em R que associa a

ffR—>R
X >y = coSx’

cada x o nUmero senx ou Seja, {

Note que o dominio e o contradominio sdo iguais a R. Para representar o
grafico da funcdo cosseno, deve-se estudar as extremidades dos arcos notaveis do
ciclo trigonométrico. Entretanto, vamos restringir a analise dos arcos no intervalo

[0,27] e obter alguns pontos (x,y) no plano cartesiano.
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Figura 51 — Gréfico da fungdo f(x) = cosx para o intervalo [0,27]

2

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 51, podemos afirmar:
(@) O dominio é dado por: D(f) = R.
(b) O contradominio é dado por: CD(f) = R.
(c) Aiimagem é dada por: Im = [-1,1].
(d) A funcéo f(x) é decrescente nos intervalos: [0, r].
(e) A funcao f(x) € crescente nos intervalos: [, 2].
Pela definicdo, o dominio é R. Assim, podemos considerar os valores
negativos para x e valores maiores que 2m para representar o grafico da funcéo
f(x) = cosx.

Dessa forma, segue o gréafico da fungéo f(x) para o dominio R.

Figura 52 — Gréfico da funcéo f(x) = cosx para o intervalo ]—oo, +oo[

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Em relacdo ao grafico, figura 52, podemos afirmar:
(@) O dominio é dado por: D(f) = R.
(b) O contradominio é dado por: CD(f) = R.
(c) Aimagem é dada por: Im = [-1,1].
(d) A funcéo seno é uma fungéo par, pois, cos(—x) = cos(x).

(e) O periodo da fungéo seno é P = 2m, pois, cosx = cos(x + 2m) = cos(x + 4m) = -+

De modo geral, temos:

e O periodo da fun¢éo do tipo f(x) = a + b.cos(cx + d), é dado por:

_ 2T
lc|

e A amplitude da funcéo do tipo f(x) = a + b.cos(cx + d), € dado por:
A = |b|.
e Aimagem da funcao do tipo f(x) = a + b.cos(cx + d), € dada por:
Im(f) = [a — |bl;a + |b]].

Exemplo 5.2: Faca o esboco do grafico das funcbes em que x € [0,2r] e determine
a imagem, periodo e amplitude em cada caso.
(@) f(x) = cosx

Resolucao:

f(x) = cosx

| va o R
o

w
o

21 1

Em relacéo ao gréfico, figura 51, podemos afirmar:

Im(f) = [-11];
21
P =m= 21;
A=]1 =1
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(b) f(x) = 3.cosx

Resolucéao:

x | cosx | f(x) = 3.cosx
0 1 31=3

T 30=0

2

7 | -1 | 3.(-1) = -3
3 -1 30=0
=7

2m 1 31=3

Figura 53 — Graéfico da funcéo f(x) = 3.cosx para o intervalo [0,27]

3¢

-2

-3

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 53, podemos afirmar:

(c) f(x) = —2.cos(4x)

Resolucéao:

Im(f) = [-3,3];
2m
P —m=2n;
A=|3]=3
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4x | x | cos(4m) | f(x) = —2.cos(4x)
0 0 1 -21=-2
T|E 0 —2.0 =
2 8
™| % -1 —2.(-1) =
4
3 13 1 o —20=0
8
2 | © 1 —21=-2
2

Figura 54 — Gréfico da fungdo f(x) = —2.cos(4x) para o intervalo [0,27]

3

FANFARFAWA

(=]

-

RVRVAYE\

-3

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacéo ao gréfico, figura 54, podemos afirmar:

Im(f) = [-2,2];
27r T
A

A=1|-2|=2

(d) f(x) =1—4.cos(2x + m)
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Resolucéao:

2x x |cosx+m) | f(x) =1—4.cos(2x + 1)

+m

0o | T« 1 1-41=-3
2

T T 0 1-40=1

2 4

T 0 -1 1-4.(-1)=5

3 T 0 1-40=1

2" | 4

2r | © 1 1-41=-3
2

Figura 55 — Grafico da funcado f(x) = 1 — 4.cos(2x + 1) para o intervalo [0,27]

6

L L LR mw 3wm/dqd 2w

-3

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacéo ao gréfico, figura 55, podemos afirmar:

Im(f) = [-3,5];
21
P = m = T;
A=|-4]|=4.
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5.3 FUNCAO TANGENTE

Definigcdo 5.3 Chamamos de fungéo tangente a funcéo f de D em R que associa a

f:D—R

cada x € D o niUmero tgx ou seja, { _ :
x>y =tgx

Note que o dominio e o contradominio ndo séo iguais. O dominio € dado por
D = {x € % * §+ kr, comk € Z}. Para representar o grafico da funcdo tangente,

deve-se estudar as extremidades dos arcos notaveis do ciclo trigonométrico.
Entretanto, vamos restringir a analise dos arcos no intervalo [0,27] e obter alguns

pontos (x,y) no plano cartesiano.

Figura 56 — Grafico da fungédo f(x) = tgx para o intervalo [0,2r]

3]

2mn

-3

-5

=
e S — - —— - —
o o o e e o e e e mm e o e e o o o e e e e e e e e m— e

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacéo ao gréfico, figura 56, podemos afirmar:

(a) O dominio é dado por: D = {x € R/x # ~+ km, comk € Z}.
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(b) O contradominio é dado por: CD(f) = R.
(c) Aimagem é dada por: Im = R.

(d) O periodo é dado por: P = .

(e) A funcao tangente é positiva nos intervalos: ]0,%[011 ]n,%n[.
(f) A funcéo tangente é negativa nos intervalos: E,n[ou En Zn[.
(g) O valor da tgg etg ;” nao existe.

Podemos considerar os valores negativos para x e valores maiores que 2w
para representar o grafico da funcdo f(x) = tgx. Dessa forma, segue o grafico da

funcéo f(x) para o dominio D.

Figura 57 — Gréfico da funcéo f(x) = tgx para o intervalo |—oo, +oo[

/l?m =5m/2 ~2m =3m/2 =T =m/2 w2 m 3m/i2 2m smi2 3m

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 57, podemos afirmar:
(a) O dominio é dado por: D = {x € R/x # §+ km, comk € Z}.
(b) O contradominio é dado por: CD(f) = R.
(c) Aimagem € dada por: Im = R.
(d) A funcéo tangente € uma funcédo impar, pois, tg(—x) = —tgx.

(e) O periodo da fungéo tgx € P = m, pois, tgx = tg(x + 2m) = tg(x + 4m) = ---.
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De modo geral, temos:

e O periodo da fungéo do tipo f(x) = a+ b.tg(cx + d), é dado por:

Exemplo 5.3: Faca o esboco do gréafico da funcado f(x) = tg(2x) em que x € [0,27]

e determine a imagem e o periodo.

Resolucao:

2x | x | f(x) =tg(2x)

0 0 0

/A I A

2 4

T | 0

2

3 |3 2

T |-

2r | w 0

Figura 57 — Gréfico da funcao f(x) = tg(2x) para o intervalo [0,27]

5
4

3

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 57, podemos afirmar:

Im(f) = R;
p= T _Tl’
T2l 2
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5.4 FUNCAO SECANTE

Definicdo 5.4 Chamamos de fungéo secante a fungéo f de D em R que associa a

f:D—R

cada x € D 0 nUmero secx OU seja, { _ .
X >y = secx

. . 1
A secante é o inverso do cosseno, secx = —, para cosx # 0. Dessa forma, o

cosx’

dominio da funcdo é dado por: D = {x ER/x #+ g + km, comk € Z} ou D=R-

{g + kn}, com k € Z.

Figura 58 — Gréfico da fungéo f(x) = secx para o intervalo]—oo, +-00[
5
4

3

-T2 -3n -5m/2 -2 -3m/2 =T -m/2 0 w2 L 3n/2 2n 5m/2 3n

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacéo ao gréfico, figura 58, podemos afirmar:
(@) O contradominio € dado por: CD(f) = R.
(b) A imagem é dada por: Im=R—]-1,1[,ousejaVx €R,f(x) <—-1ou f(x) =1,
existe um x € R/f(x) = secx.
(c) O periodo da funcdo secante é dado por: P = 2m, pois a funcdo secante tem o

mesmo periodo da funcdo cosseno.
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5.5 FUNCAO COSSECANTE

Definigcdo 5.5 Chamamos de fungéo cossecante a fun¢do f de D em R que associa

f:D—>R

a cada x € D 0 nUmero cossecx OU Seja, { .
X =Yy = cossecx

7

. 1
A cossecante é o inverso do seno, cossecx = ——, para senx # 0. Dessa

senx’

forma, o dominio da funcéo € dado por: D = {x € R/x # km, comk € Z} ou D = R —
{km}, comk € Z.

Figura 59 — Gréfico da funcéo f(x) = cossecx para o intervalo]—oo, +oo[
5
Al

3

-T2 =3 =5m/2 =2m -3n/2 - -mi2 0 mi2 n 3ns2 2m 5mi2 3m

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacéo ao gréfico, figura 59, podemos afirmar:
(@) O contradominio € dado por: CD(f) = R.
(b) A imagem é dada por: Im=R—]-1,1[,ousejaVx €R,f(x) <—-1ou f(x) =1,
existe um x € R/f(x) = cossecx.
(c) O periodo da fungéo cossecante € dado por: P = 2m, pois a funcdo cossecante

tem o mesmo periodo da fungéo seno.
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5.6 FUNCAO COTANGENTE

Definicdo 5.6 Chamamos de funcéo cotangente a funcéo f de D em R que associa

. . f:D—R
a cada x € D 0 nUmero cotgx ou seja, _ :
X =y = cotgx

. . 1
A cotangente é o inverso da tangente, cotgx = — = ——

tgx senx
Dessa forma, o dominio da funcédo € dado por: D = {x € R/x # km, comk € Z} ou
D =R — {krt}, com k € Z.

, para senx # 0.

Figura 60 — Grafico da funcéo f(x) = cotgx para o intervalo]—oo, +oo[

311

=TT =31 =51 Mg =21 -3m M2 =T - /'8, 0 w2 m 3 /g, 2m 5m /g, 3n

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relacdo ao grafico, figura 60, podemos afirmar:
(@) O contradominio € dado por: CD(f) = R.
(b) A imagem é dada por: Im = R.
(c) O periodo da fungéo cotangente € dado por: P = m, pois a fungédo cotangente tem

0 mesmo periodo da fungéo tangente.

EXERCICIOS PROPOSTOS

(1) Faca o esboco do gréafico das fungdes em que x € [0,27] e determine a imagem,
periodo e amplitude em cada caso.

(@) f(x) = —3senx

(b) f(x) = 2 + 3senx
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() f(x) =—1+4 2cos(x + 1)
(d) f(x) = tg3x

(2) Considere a funcdo f:R — R, dada por f(x) =2+ 3.cos (x+§). Assim, em

relacdo a funcéo f, determine:
(a) aimagem;
(b) o periodo;

(c) a imagem.

(3) A pressédo arterial (em mmHg) de um estudante apés uma aula de calculo é
dada, em funcdo do tempo em segundo, por: P(t) = 120 + 20sen(2nt). Determine a

pressdo maxima e minima do estudante apds a aula.

(4) Determine o dominio e periodo de cada uma das fungBes trigonométricas a
seqguir.
s
(@) f(x) = cotg (x + ;)
(b) f(x) = sec(3x + 60°)

(c) f(x) = cossec (Zx + %)

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

x+2,sex<0
1—x,sex=0

(1) Encontre o dominio e esboce o gréafico da funcéo f(x){
(2) Uma caixa retangular aberta com volume de 2 m® tem uma base quadrada.
Expresse a area da superficie da caixa como uma funcdo do comprimento de um

lado da base.

(3) Para medir temperatura sdo usados graus Celsius (°C) ou graus (°F). Ambos os
valores 0°C e 32°F representam a temperatura em que a agua congela e ambos os
valores 100°C e 212°F representam a temperatura de fervura da agua. Suponha que
a relacdo entre as temperaturas expressas nas duas escalas pode ser representada

por uma reta.
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(a) Determine a funcédo do primeiro grau F(C) que da a temperatura em °F, quando
ela é conhecida em °C.

(b) Esboce o grafico de F(C).

(c) Qual a temperatura em °F correspondente a 25°C?

(d) Existe alguma temperatura que tem o mesmo valor numérico em °C e em °F?

(4) Dadas as fungées f(x) = x* — 1 e g(x) = 2x — 1:
(a) Determine o dominio e conjunto imagem de f(x) e g(x).

(b) Construa os graficos de f(x) e g(x).

(5) Construir o gréafico das seguintes fungdes abaixo.
(@) y=-2%

(b) f(x) = ¥, (e =2,718...)

(c) f(x) = log%x

dy=nkx+1)

(6) Uma industria comercializa um certo produto e tem uma funcéo custo total dada
por C(x) = x* + 20x + 700, sendo x o nimero de unidades produzidas. A funcéo
receita total € dada por R(x) = 200x. Determine:

(@) O lucro para a venda de 100 unidades.

(b) Em que valor de x acontecera o lucro maximo?

(7) Tracar o gréafico das funcdes trigpnométricas abaixo.
(@) f(x) =1+ senx
(b) g(x) =1+ 2.cosx

(8) Escreva a funcéo afim f(x) =ax+b, sabendo que: f(1) =5e f(—3) = —7.

(9) Considere a funcao real f: R — R definida por: f(x) = 6x — 3.
(a) Verifique se a fungéo é crescente ou decrescente

(b) O zero da funcéo;

(c) O ponto onde a funcao intersecta o eixo y;

(d) O grafico da fungao.
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(10) O numero de bactérias em um meio de cultura cresce aproximadamente
segundo a funcdo: n(t) = 2000.3 % 'o nimero de dias ap6s o inicio do experimento.
Calcule:

(a) O namero n de bactérias no inicio do experimento;

(b) Em quantos dias o numero inicial de bactérias ira triplicar.

(11) Um boténico, apos registrar o crescimento diario de uma planta, verificou que o
mesmo se dava de acordo com a funcéo f(t) = 0,7 + 0,04(3)>**, com t representando
0 numero de dias contados a partir do primeiro registro e f(t) a altura (em cm) da
planta no dia t. Nessas condi¢cdes, € correto afirmar que o tempo necessério para

gue essa planta atinja a altura de 88,18 centimetros é:
(a) 30 dias. (b) 40 dias. (c) 46 dias. (d) 50 dias. (e) 55 dias.

(12) A pressao p experimentada por um mergulhador debaixo d’agua esta
relacionada com sua profundidade d por meio da formula p =kd +1 (k é uma
constante). Quando d = 0 metros, a pressao € 1 atmosfera. A 100 metros a pressao

€ 10,94 atmosferas. Determine a presséo a 50 metros.

(13) A tabela a seguir fornece valores para a funcao linear f(x) = ax + b. Determine

aeb.

fx)

X
2
4| -4
6

(14) Dada a fungéo f(x) = x?> — 8x + 7. Determine:
(a) o grafico;

(b) o veértice;

(c) o dominio;

(d) a imagem;
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(15) Admita que o grafico da fungdo exponencial f(x) = k.a* passa pelos dois

pontos (1;4,5) e (-1; 0,5). Encontre os valores de a e k.

(16) A meia-vida do fosforo 32 € cerca de 14 dias. Inicialmente ha 6,6 gramas

presentes.

(17) O que é uma funcao? Dé exemplos. Como vocé traga o grafico de uma fungéo
com valores reais cujo dominio e imagem sdo nameros reais? O que é uma funcao

crescente? E uma funcéo decrescente?

(18) O que é uma funcao exponencial? Dé exemplos.

(19) O que é uma funcgdo logaritmica? Que propriedades ela satisfaz? O que é uma
funcéo logaritmica natural? Qual € o dominio e a imagem de y = Inx? Com que seu
gréfico se parece?

(20) Numa dada cidade a populacéo atual € de 380.000 habitantes. Se a populagéo

apresenta uma taxa de crescimento anual de 1,5%, estime o tempo necessario para

a populacéo duplicar. Use um modelo de crescimento exponencial.
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