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INTRODUCAO

Atualmente, modelos matematicos sdo usados em varias areas do
conhecimento, tais como: Fisica, Quimica, Biologia, Engenharia, entre outras.
Diversos problemas envolvendo situagfes praticas dessas areas sao resolvidos
usando modelos matematicos expressos por equacgles diferenciais. As equacgdes
diferenciais sdo equacdes que relacionam funcdes e suas derivadas. Assim, resolver
uma equacao diferencial € encontrar uma funcdo que satisfaca a equacéo e verifique
determinadas condic¢des iniciais. No presente trabalho tratamos de problemas que
podem ser modelados a partir de um conjunto de equacdes diferenciais. Essas
equacles sdo determinadas em fun¢do de alguns valores conhecidos ou dado pelo
modelo real. Assim, de forma conceitual, um modelo matematico, pode ser
apresentado como uma representacao de um sistema real, ou seja, um modelo deve
representar um sistema e a forma como ocorrem suas modificagdes. Dessa forma,
percebesse a importancia da utilizacdo de modelos matematicos para resolver
situacdes problemas. Apresenta-se a problematica do presente estudo: A
modelagem matematica através de um sistema de equacdes diferenciais lineares, é
essencial para determinar as possiveis solu¢cdes dos problemas existentes em
diversas areas? Para buscar respostas a este questionamento, propde-se como
objetivo geral deste estudo: Analisar modelos matematicos; No caso particular da
pesquisa, investiga-se 0os métodos de abordagem para determinar as solucdes
possiveis de um sistema de equacdes diferenciais. Tendo como objetivos
especificos: descrever os fenbmenos fisicos; analisar as possiveis solucdes de
sistemas de equacdes diferenciais; mostrar a aplicabilidade dos problemas; mostrar
que, quando a matriz de um sistema de equacdes diferenciais lineares de primeira
ordem é diagonalizavel, entdo, podemos expressar a solucdo geral desse sistema
em termos dos autovalores e autovetores dessa matriz. Além da introducdo, que
destaca a construcdo metodoldgica, este estudo esta organizado em trés capitulos
complementares entre si. No primeiro capitulo, apresentamos uma breve revisao
sobre matrizes e algumas definicdes importantes para o nosso trabalho. Logo apos
apresentamos a exponencial de uma matriz e provamos algumas propriedades da
matriz exponencial. No segundo capitulo, apresentamos a teoria basica dos
sistemas de equacdes diferenciais lineares de primeira ordem: homogéneos e néo-

homogéneos. Mostramos também como fazer para reduzir um sistema de equacdes



diferenciais ordinarias de qualquer ordem a um sistema equivalente de primeira
ordem. Na sequéncia do capitulo 2, consideramos o0s sistemas lineares com
coeficientes constantes e mostramos como encontrar a solucdo através dos
autovalores e autovetores relacionados com a matriz dos coeficientes. Finalmente,
no terceiro capitulo apresentamos a resolu¢cdo de alguns problemas aplicados
fazendo o uso dos métodos estudados no capitulo anterior. Caro leitor, as principais
referéncias para elaborar a parte tedria e pratica da monografia foram as seguintes:
[71, [9], [10], [11], [12], [13], [19], [20], [21], [22], [27] e [31].



CAPITULO 1

1 ALGEBRA MATRICIAL

este capitulo, apresentaremos um breve resumo sobre matrizes,
autovalores autovetores, matriz diagonalizavel. Além disso, definiremos

exponencial de matriz e provaremos algumas de suas propriedades.

Definicdo 1.1 Sejam m e n dois nUmeros inteiros maiores ou iguais a 1. Denomina-
se matriz m x n (Ié-se m por n) uma tabela retangular formada por m x n nUmeros
reais, dispostos em m linhas e n colunas. Os numeros sdo chamados de elementos.
As linhas sdo enumeradas de cima para baixo e as colunas, da esquerda para
direita.

Veja o exemplo:

4_{1 5 7]
V3 —6 2%3

A matriz A é uma matriz de ordem 2 x 3. Costuma-se representar as matrizes
por letras mailsculas e seus elementos por letras mindsculas, acompanhadas por
dois indices que indicam, respectivamente, a linha e a coluna que o elemento ocupa.

Assim, uma matriz A de ordem m x n é representada por:

11 19 - A1n
21 199 e Aoy,

| Am1 Am2 - Om;mp 1 mxn

Abreviadamente podemos escrever:

Az[aij]mxn,coml <i<m1<j<nij€EN.



Definicdo 1.2 Duas matrizes, 4 e B, da mesma ordem m x n, S80 iguais se, e
somente se, todos 0s elementos que ocupam a mesma posi¢ao sao iguais, ou seja,
A=B & ajj = bU,Vl € {1,,m},V] € {1,...,7’1}.

1.1 TIPOS DE MATRIZES

Matriz Quadrada é aquela cujo numero de linhas € igual ao niumero de
colunas (m = n).

Considere uma matriz quadrada n x n. Os elementos da diagonal principal
sdo os elementos da posicdo 7/ = j Por outro lado os elementos da diagonal
secundéria sdo os elementos cujo soma dos indices € dado por i +j=n + 1.

Matriz Linha € aquela que possui uma Unica linha (m = 7). Para colocar
vetores no plano e no espago costumamos usar a matriz linha.

Matriz Coluna € aquela que possui apenas uma coluna (n = 1).

Um vetor no plano ou no espaco pode ser considerado como uma matriz
coluna. Usaremos essa forma ao representar a solucado de um sistema de equacdes.
Assim, se tivermos duas ou trés incégnitas elas podem ser representadas numa
forma vetorial no plano ou no espaco.

Matriz Nula é aquela em que todos os seus elementos sdo nulos.

Matriz Diagonal € uma matriz quadrada cujos elementos a;; =0 se i #j.
Portanto, possui todos os valores iguais a zero, exceto os elementos da diagonal
principal.

Matriz Identidade € uma matriz quadrada cujos elementos a;; =0 se i # j

e a;; =1 se i =j. Portanto, possui todos os valores nulos, exceto os valores da

diagonal principal que valem sempre 1.

Matriz Triangular Superior é uma matriz quadrada de ordem n cujos
elementos a;; =0sei >j.

Matriz Triangular Inferior € uma matriz quadrada de ordem n cujos
elementos a;; =0sei <j.

Matriz Simétrica € uma matriz quadrada de ordem n, em a;; = a;;,V1 <i,j<

10



Matriz Anti-Simétrica € uma matriz quadrada de ordem n, em que a;; =

—aij"v’l,S l,] sn

1.2 OPERACOES COM MATRIZES

Nesta secdo vamos definir as seguintes operac¢des: adicdo, produto por um

escalar, transposicao e produto de matrizes.

Adic&o de matrizes

Definicdo 1.3 Sejam, 4 = [a;j]mxn € B = [b;j]mxn, @ Matriz A somada coma a matriz B
resulta numa matriz € = [c;;]lmxn, CUjOS elementos s&o: c¢;; = a;; + b;Vi,j.

Denotamos por: € = A+ B = [a;; + b;j] mxn.

Propriedade 1.1 Propriedades da adicdo com matrizes:

(a) Comutatividade: 4 + B=B + A.

(b) Associatividade: (A +B) +C=A+ (B+ C).

(c) Elemento Neutro da Adicdo: A + 0 = 0 + A = 0, onde 0 denota a matriz nula com
a mesma ordem da matriz A4.

Produto de uma matriz por um escalar

A multiplicacdo por um escalar € uma das operacbes mais simples que

podem ser feitas com matrizes.

Definicdo 1.4 Seja kK um numero qualquer. Para multiplicar & por uma matriz 4 de
ordem m x n, basta multiplicar cada entrada a;; de A4 por k& Assim, a matriz

resultante Fsera também m x n e seus elementos serao b;; = ka;;.

Propriedade 1.2 Propriedades do produto por um escalar:

(a) Associativa em relacao ao escalar: k,(k,A) = (kik,)A.
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(b) Distributiva a direita em relacéo as matrizes: K (A+ B) = KA + KB.
(c) Distributiva a esquerda em relagcéo aos escalares: (K; + K,)A = K;A + K,B.
(d) Elemento Neutro: 1.A = A.

(e) A multiplicacao do escalar zero por uma matriz A qualquer resulta na matriz nula,

ou seja, 0.A = 0.
Matriz transposta

Definicdo 1.5 Dada uma matriz A = [a;;]m xn, POdemos obter uma outra matriz
At = [bij]nxm. , cujas linhas séo as colunas de 4, isto &, b;; = a;; A' € denominada

a transposta de A.
Propriedade 1.3 Propriedades da matriz transposta:

(@) (A =4
(b) (A + B)' = A* + B,
(c) A é simétrica se, e somente se A = A.

(d) (KA)' = KA, K é um escalar qualquer.

Produto de Matrizes

A multiplicacdo de duas matrizes € bem definida apenas se o ndmero de
colunas da matriz da esquerda for o mesmo do que o nimero de linhas da matriz da

direita.

Definicdo 1.6 Sejam, A = [aif]mxn e B = [byslnxp, €NtE0, Seu produto A.B é a matriz
m X p (m linhas e p colunas) dada por: C = [cyy]mxp- OS elementos da matriz

produto C,,, sdo representados por:
n

Cyp = Z Aybiy

k=1

12



Propriedade 1.4 Propriedades do Produto de Matrizes:

(a) Em geral AB # BA.

(b) Al =IA = A, onde /€ a matriz identidade.
(c) Associativa: (AB)C =A(BC).

(d) Distributiva: A(B + C) = AB + AC.

(e) (A+ B)C=AC + BC.

(f) k(AB) = (kA)B = A(kB).

(9) (4B) = BA

Matriz inversa

Definicdo 1.7 Dada uma matriz A, quadrada, de ordem n, se existir uma matriz A2,
de mesma ordem, tal que 4. 41 =A-1. A = I, (onde |, é a matriz identidade), entdo

A1 é matriz inversa de A.

Propriedade 1.5 Propriedades das Matrizes Inversas: Se A e B sao inversiveis,

entao:

(@) (ABY*=B*A™
(b) (A=A,
(€) (AY =A™

1
det(4)’

(d) det(A™) =

1.3 DEFINIQ()ES IMPORTANTES
Determinante

Definigcdo 1.8 Dada a matriz de ordem n, A = [a;/,, 0 determinante de A, € definido

por:

det(A) = Z(—l)jaljlazjz anjn.
D
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Onde: J =] (ji,j2,---,Jn) indica o numero de inversdes da permutacéo,
(j1,J2, -, Jn), p indica 0 somatério é estendido a todas as n = 2/ permuta¢des dos

nidmeros 1,2, ..., n

Dependéncia e Independéncia Linear

Definicdo 1.9 Seja X;,X,,..,X, um conjunto de vetores em um espaco vetorial.
Dizemos que o0 conjunto é Linearmente Dependente (LD), se existirem
constantes cy, ¢, ..., ¢, Nao todas nulas, tais que: ¢;.X; + ¢,. Xy, + -+ ¢, X, = 0. Um

conjunto que ndo é Linearmente Dependente é dito Linearmente Independente

(L)

Autovetor e Autovalor

Definicdo 1.10 Seja 4 uma matriz de ordem n. Se existirem v &€ R", v =0,
e 1 € R tais que Av = Av, 1 € um autovalor de 4 e v um autovetor de 4
associado a A.

Na Definicdo 1.10 podemos escrever (A - Al)v = 0. Se det (A - Al) # O,
sabemos que o problema anterior tem uma Unica solu¢do dada por: v = 0. Portanto,
para determinar os autovalores e autovetores devemos encontrar A tal que det (A -
Al) = 0. Como a equacédo det (A - Al) = 0 é uma equacdo polinomial de grau n,
existem n autovalores 44, 4,,..., 4,,, alguns dos quais podem ser repetidos. Se um
certo autovalor aparecer m vezes, se diz que este autovalor tem multiplicidade m.
Cada autovalor tem pelo menos um autovetor que lhe é associado, e um autovalor
de multiplicidade m pode ter g autovetores linearmente independentes associados,
com 1 < g < m. Se todos os autovalores de uma matriz A4 tiverem multiplicidade 1 é
possivel mostrar que 0s n autovetores de A4, um para cada autovalor, sao
linearmente independentes. Por outro lado, se A4 tiver um, ou mais de um, autovalor
repetido, entdo podem existir menos do que n autovetores linearmente

independentes associados a A.

14



Matriz Diagonalizavel

Definicdo 1.11 Dizemos que uma matriz 4 n x n, é diagonalizavel, se existem
matrizes P e Dtais que A = PDP —1, ou equivalentemente, D = P-ZAP, em que Pé uma

matriz inversivel e D é uma matriz diagonal.
Funcdes Matriciais

Definicdo 1.12 Seja 4 uma matriz em que cada uma das suas entradas [a;;]
é uma funcdo de variavel real t. Entdo, 4 € uma fungdo matricial de variavel
real t. Se as entradas da matriz 4 sdao os elementos [a;;], entdo as entradas de
dA/dt sé@o [da;;/dt]; as entradas de [Adt séo [[ a;j dt]. Dizemos que a matriz
A é continua (diferenciavel, integravel, etc,. . .) se suas entradas [a;;] forem

todas elas fun¢des continuas (diferenciaveis, integraveis, etc, ...).

1.4 A EXPONENCIAL DE UMA MATRIZ

Nessa secdo definiremos a exponencial de uma matriz provando sua
convergéncia e algumas propriedades importantes.
Seja M, o espaco vetorial formado pelas matrizes de ordem n x n com

entradas reais. Consideramos M, com a seguinte norma:

1A

Mn = sup |Az||gn, A€ M,.
zeR™ / ||lz||pn=1

Propriedade 1.6 Propriedades da norma:

() || Bz ||[en<|| B ||ar, ||  ||ge  para toda matriz B € M, e todo x € R™.
(i [| BC

|an,. <|| B ||as. || C |lrg, pare quaisquer B,C € M,.

(i) || B ||ar, <|| B |5z, para toda matriz B € M, e todo inteiro nao negativo

k.

Demonstracéo:

() Se z =0, entdo | Bz ||gn=0=|| B ||a, | = ||z~ -
Se x # 0 entdo || z |[gn# 0. Seja y = ——, entdo || y ||rn=

lllen°

lelan _ ¢

zllgn

15



Portanto,

|| BI ||Rn.
| = ||g~
| B llar. |l # llgn=|| Bz ||z~ -

| B llan. 2l By [lzn=

(i) Seja x € R™ tal que || z ||gn= 1. Por (i), temos:
I B(Cz) [lan<|| B [[ara || C [len <|| B [|ar. [l € llas |l # llen <|| B {[ag ]| € |l -

Como, |

é uma cota superior para os valores de || (BC)x ||gr

quando || T |lr»= 1, concluimos gue (ii) é verdadeiro.

(iii) E trivial se k = 0 ou k = 1. Agora, se k > 1 é uma consequéncia imediata de (ii).

Proposicdo 1.1 M, é um espaco normado completo, isto €, em M, toda sequéncia

de Cauchy é convergente. Se x € R sabemos através da série de Taylor que:

—Z”= +—+§+

1=0
Agora, vamos apresentar a definicdo da exponencial de uma matriz.
Definigcdo 1.13 Para a matriz 4, de ordem n x n, definimos:

A2 A > Al

Vamos mostrar que e esta bem definida para qualquer t € R, ou seja, vamos
mostrar que a série dada em (1.1) é convergente no espacgo M,,.

Denotamos por:

Sm =1+ At +

(At)z (Atji (At)!n
2! 3! et m!

e consideramos a diferenga, para m > [

e T

|?‘| [
> _ Nar < D —r 1Al (1.2)

My i=p+1 t=p+1

m (At)?'

2!

||S-m - S#”-"‘"-'!rn =

I

t=p+1

16



onde foi usado a Propriedade 1.6.

Sabemos que

o

At — - |t]*
il

=0

i

14 A fn

€ convergente, entdo as somas parciais da série acima formam uma sequéncia
convergente, portanto de Cauchy. Assim, para todo € > 0 existe N > 0 tal que

m i
Z |J—! A%, <e. vV m,u> N.
i=p+1
Assim, por (1.2) temos:
[Sm — Sullas, <€, ¥ m,u > N.
Logo, a série Sy, é de Cauchy e portanto convergente, pois M, € um espaco
normado completo, 0 que prova que a exponencial da matriz 4 estd bem

definida:

A2 A:i
eA=I—|—A—|—(2|) +(,3,) + ...

Proposicéo 1.2 Propriedades da matriz exponencial:

(@) e? =1 se A éamatriz nula.

;- ., ~ -1 —
(b) Se P é inversivel, entdo, eP4P"" = pe4 p~1,
Demonstracao:

(a) Seja A =0, a matriz nula, entao:

> i 2 0

(b) Por definicéo:

LS 1 . (PAP1)? (PAP-YY

PAP _ 1yi _ 1

e =Y (PAPT) =T+ PAPT 4
=0

Observe que (PAP™1) (PAP~Y) == PA?P~1. Portanto,

17



RS 1 A? Al
AT =) (PAPTY 5 = PPT 4 PAPT 4+ PP 4 L 4 PrPT
: (&

il
i=0

A2 Ai o
H (A

Para provar a proxima proposi¢ao precisamos do seguinte resultado de série

de funcdes.

Teorema 1.1 Seja D um conjunto aberto de R. Considere as func¢des vetoriais
fiDcR - R™ tal que a série )2, fi(x) converge pontualmente em D para a funcéo
f. Suponhamos que, para cada i €N, a fun¢éo f; é diferenciavel em D e a fungéo f;'é
continua em D. Se a série f(x) = X2, f{(x) € uniformemente convergente em D

entdo a funcéo f(x) = )12, fi(x) € diferenciavel em D e temos, para todo o x €D,
oo
! -
@)y =>_ fi=).
i=1

Proposicéo 1.3 Propriedades da matriz exponencial e®4:

(a) Seja Y(t) = eAt entdo Y'(t) = AY(t) para todo nimero real t.

(b) A matriz et é inversivel para todo t, e (eAt)™! = e A%, Em particular, (e?)™! = e A
Demonstracao:

(a) Para cada i € N, considere a funcéo f;: R - M,, dada por:

(tA) A

2! o!

f—:(t) -

onde M, denota o espaco das matrizes reais quadradas de ordem n. Por defini¢ao,

para cadat € R:

F =t =5 S

il
i=0 i=0

Além disso, f; é diferenciavel em R e a funcgéo,

fio = (w5

18



é uma funcdo continua em R, para cada i € N. Sabemos que e” é uma série

uniformemente convergente entao a série

> = Y (w5 )=
i=0 i=0 L
‘ 2 il
= A+ A%+ A—+ .+ A— ¢+ .
FAT AT (?:_1)!+

t2 ) t_i—l
= ry Lr 2_ PR A(_li . o o=
Al[+4f+A2!+ + AT+

— Ae:’ﬂ

€ uniformemente convergente. Assim, as fungdes f; satisfazem todas as hip6teses do

Teorema 1.1, portanto:

50
Ty = Ler =3 jit) = e,
=0
ou seja:
Y'(t) = %em = Ae'' = AY(1).
(b) Usando a Regra de Leibniz para um produto de matrizes, temos:

d , | , , , _
_(BAtB—At) — ABAtB—At 1 BAt ( —A)Ei At‘
dt
A matriz (-A) comuta com toda poténcia natural de A, entdo (-A) comuta

com e™ assim:

d . _ Ar _
—(ﬁ’Ate AI) — Afj‘ﬂf_i At T (_A)ﬁAtﬁ At _ 0.
dt

Assim, (e*e™) é constante em relacéo a t. Logo,

— — A0
pAt,—At _ A0 ,—A0 _ |
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CAPITULO 2

2 SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS

este capitulo vamos apresentar um estudo sobre Sistemas de equacdes
diferenciais ordinarias. Esses sistemas aparecem frequentemente em
matematica aplicada, economia e engenharia ao modelar certos
fendbmenos.

Muitos matematicos famosos estudaram equacdes diferenciais dando sua
contribuicdo a ciéncia, podemos incluir Newton, Leibniz, Familia de Bernoulli,
Riccati, Clairaut, d’Alembert, Euler entre outros. Podemos reduzir um sistema de
equacdes diferenciais ordinarias de qualquer ordem a um sistema equivalente de
primeira ordem. Em geral, um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem

pode ser escrito da seguinte forma:

(da,
i Fi(t,x1, w9, ..., 2,)
daxo
= Fs(t,xq, 0, ..., 2,
! ar 2(t, 1, w2, , Ty,)
da,,
7 = F.(t,xy, w0, ..., x,)

onde t é a variavel independente e pertence ao intervalo I. As fungdes x; = x;(t) sdo

funcbesreaise F;: RXR" - R,paral <i <n.

Definicdo 2.1 Seja IcR um intervalo. Um sistema da forma

(dx
Ttl =ayn(t)zy +ap(t)rs + ... + ap(t)z, + f1(t)
dxs

L = ag1(t)xy + age(t)xy + ... + agy(t)z, + fa(t) (2.1)
dx,

{ Tfl = A1 ()1 + na(t)x2 + . .. + Apn(B)xn + fo(t)

Para ¢t € I, € chamado de sistema de equacOes diferenciais lineares de
primeira ordem. Se todas as fungoes f;, ..., f,, forem identicamente nulas no intervalo

1, dizemos que o sistema (2.1) € homogéneo; caso contrario, ele é ndo-homogéneo.
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Definicdo 2.2 As funcdes

€Ly = (Dl(f)~ Ly = C}f&(t) ceey dp = an(f)
Formam uma solugao do sistema (2.1) no intervalo 7 se:
1) S&o diferencidveis em todos os pontos do intervalo

ii) Satisfazem o sistema (2.1) paratodot € I.

Definicdo 2.3 Para o sistema (2.1), pode-se dar n condic¢des iniciais da forma:
, _ .0 — .0 o _ .0 (2.2)

.El{t[}) = Iy, .'I.-g(t(]) =Ty,..., Lp {t[}) = I,
Com t, pertencente ao intervalo Iex?,xJ,..,x3 nimeros reais. As equacdes
diferenciais do sistema (2.1) e as condi¢des iniciais (2.2) formam um problema de

valor inicial (PV)).

Exemplo 2.1 Considere o seguinte sistema de equacdes:

(day
P =x + I3
dx,

] — = T, + To (2.3)
dxs o N

L ? = —&l; — Ij.

Verifique que:
(a) As funcbes
B1(t) =0, dalt) = ¢ ¢ G(t) =0, @)

formam uma solucéo para o sistema (2.5) em todo intervalo 7 = (—c0,»).

(b) As funcoes

. , 1 1 .
01(t) = cost, ¢oft) = -3 cost + 5 sent e ¢3(t) = —cost — sent,

formam uma solucéo para o sistema (2.3) em todo intervalo I = (—oo, ).

(a) Resolucao:
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Sejam as seqguintes fungdes @,(t) =x; = 0, 0,(t) = x, = ete @B3(t) = x3

= 0. Sabemos que as fun¢bes acima séo diferenciaveis em I = (—oo, ) e que:

dxy dxs ; dxy
—= =, — = > —= =0, Vtel
7 0, pralal e 7 0, €

dx; dx dx
L —2 e —32 pelos seus

Agora, substituindo no sistema (2.3), x;, x,, x3, prratiem ”

respectivos valores, temos:

0=0+40
el =0+ e
0= —-2.0-—-0.

Assim, a condicdo (ii) da Definicdo 2.2 foi verificada. Portanto, de acordo
com a Definicdo 2.2 as fungdes (2.4) formam uma solugcdo do sistema (2.3)

no intevalo I.
(b) Resolucéo:

. . ~ 1
Sejam as seguintes funcbes: @,(t) = x; = cost,D,(t) = x, = —scost+
% sente@;(t) = x3 = —cos—sent. Sabemos que as funcdes acima sao

diferenciaveis em todos os pontos do intervalo I = (—, ) e que:

dx, . dxs 1 ‘4 1 ‘e dxs . toviel
— = —sent, — = —sent+ —-cost e — = sent —cost, , .
dt T dt 2 2 dt '

dx, dx dx
d—tl —2 e —2, pelos seus

Agora, substituindo no sistema (2.3), x;, x,, x3, ” ”

)

respectivos valores, temos:
—sent = cost + (—cost — sent)

\ 1 t+ 1 t t+ : t+ 1 t
—sent+ —cost =cost+ | —=cost+ - sent
2 2 2 2

| sent — cost = —2.cost — (—cost — sent).

Logo:
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—sent = —sent
1

5 sent+ —cost = — sent + 5 cost

sent —cost = sent — cost.

Assim, a condicdo (ii) da Definicdo 2.2 foi verificada. Portanto, de acordo
com a Definicdo 2.2 as fungdes (2.5) formam uma solu¢cdo do sistema (2.3)
no intevalo I.

Anuciaremos a seguir, um Teorema sobre a existéncia e a unicidade para um

sistema de equacg0des de primeira ordem.

Teorema 2.1 Se as fungdes a;; com 1 <i,j <nef;com1 <i <n sdo continuas
em um intervalo aberto |, entdo existe uma Unica solugcdo x;= @,(t),...,x, = 0,(t)
do sistema (2.1) que também satisfaz as condi¢des iniciais (2.2), onde t, € qualquer
ponto em Iex?,xd, ..., x2 sdo numeros reais arbitrarios. Além disso, a solugcdo
existe em todo o intervalo I.

A demonstracdo desse teorema pode ser feita pelo método de aproximacdes

sucessivas (ver [9]).

Forma Matricial de um Sistema Linear: O sistema de equacdes diferenciais de
primeira ordem (2.2) pode ser escrito da forma:

T an(t) ap(t) - an(t) I1 f(t)
(_j .'Iig _ (.lgl.(t) am‘(t) (.lg-,i(?f) -"I.:z N fz(f)  Vtel
dt : : : : : : :
Ip Qn1 (f) aniZ(t) e ”"!l'fl(t) Tn f”(t)
Ou ainda,
X'(t) = A()X (1) + F(t). Ytel 2.6)
Com
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Iy a‘ll{t) (112(?’:) LR (J_-l.n(t) f]_(t)
x: aon(t) aos(t) --- ag,(t 9(1
x=| 2| am-= .21.{ ) zz‘( ) | g_( ) e F(1) = sz )
Tn an1(t) apa(t) -+ apa(t) In(t)
Além disso, podemos escrever o sistema de equacdes diferenciais (2.1) com
condig¢des iniciais (2.2) da forma:

X'(t)=A)X(t)+ F(t), Vtel
{ X(0) = X, (2.7)
Onde
] 1
Xo= | %2
-'r-:ii

2.1 SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS HOMOGENEOS

Usando a notacdo dada anteriormente, se F = 0, podemos considerar o
seguinte sistema homogéneo:
X'(t)=A(t)X(t), Vtel. (2.8)

Abaixo um exemplo de sistemas escritos na forma matricial:

Exemplo 2.2 O sistema homogéneo:

( dx,y N
— == T
dt ! ?
dxo
\ — =11 4+ = (2.9)
dt ! 2
dx, 5
— = —21, — I3,
T 1 3
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Pode ser escrito da forma:

d T I 0 1 T
F o = 1 1 ] o
S 2 0 -1 T3
X1 101
Seja, X=|x2|eAd=1] 1 1 0 |, entdo o sistema de equagdes diferenciais
X3 -20-1

(2.9) pode ser escrito na forma: %X = AX.

Apresentamos a definicho de dependéncia e independéncia linear, pois
estamos interessados em solucdes linearmente independentes do sistema

homogéneo (2.8).

Definicdo 2.4 (Dependéncia e Independéncia Linear) Seja X;, X5, ..., X;,, um conjunto
de vetores solucdo do sistema homogéneo (2.8) no intervalo /. Dizemos que o
conjunto € Linearmente Dependente (LD) no intervalo / se existirem constantes
C,, ...,Cy, ndo todas nulas, tais que: ¢;X; + -+ ¢, X, =0,Vtel. Um conjunto que

néo é Linearmente Dependente no intervalo | é dito Linearmente Independente (LJ).
Teorema 2.2 (Principio da Superposicdo) Sejam X3, . . . ,X,, solu¢des do problemas
homogéneo (2.8) no intervalo I, entdo a combinagéo linear Y., a;X;também é

solucéo do sistema (2.8) quaisquer que sejam a4, . . ., a, €R.

A segquir, apresentamos um exemplo usando o principio da superposicao.

0 cost
Exemplo 2.3 Pelo exemplo 2.1, sabemos que X; = |ef| e X, = —%cost + % sen t‘
0 —cost —sent

séo solucgbes do sistema (2.3), entdo pelo principio da superposi¢cdo, a combinacéo

linear:

0 cost Co cost
X=c | e | +cy —% cost + % sent | = | —Fcost+ G sent + c, et
0 —cost — sent —cocost — ¢y sent
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€ também solucao do sistema (2.3) quaiquer que sejam c,, ¢, € R.
De acordo com o Teorema 2.2 o conjunto de solugbes do sistema homdgeneo
(2.8) é um espaco vetorial. Na sequéncia veremos que esse espaco Vvetorial

tem dimensao n.

14

. Loy . ~ . A
Seja 2z com 1 <i<n, nsolugdes do sistema homogéneo (2.8).

;(:ﬂ i

Consideramos a seguinte matriz:

1 T2 T Tin
a1 Loz - Tan
xXH=1| . . (2.10)
| Tnl Tn2 " Tan

Podemos afirmar que para cada t fixo, as colunas da matriz (2.10) sdo

linearmente independentes se, e somente se, 0 detX # 0.

Definicdo 2.5 O determinante da matriz definida em (2.10), detX;, é chamado de
Wronskiano das n solugfes do sistema homogéneo (2.8) e é denotado por W/X,, ..
, Xn] = det X.

Teorema 2.3 Seja A = A(t) uma matriz continua em | e Xy, ... , X, solu¢cbes do
problema (2.8) no intervalo I, entdo, W [X;, ... , X,;] ou é identicamente nulo ou nunca

se anula nesse intervalo.

Demonstracao:
Definimos:
[ r11(t) w2(t) -+ x1a(t) | I x14(t) ]
Tor(t) xoo(t) -+ x9,(t Toi(t
o(t) = 21,( ) 22( ) _ Z_( ) , Vtel, com X;(t) = 2_( )
I Tn1(t) xn2(t) -+ Tun(t) | I Tni(t) |
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Suponha que exista t, €l tal que W [X;(ty), - - . , Xn(to)] = 0. Entdo existe um

vetor nao nulo

Cn |, tal que:
O(ty) C' = 1 X1 (tg) + 2 Xa(to) + ... + cn X (tp) = 0.
Considere a funcéo:
Y(t)=o¢t)C, Vtel.

E imediato que w é solugéo do seguinte problema:

(2.11)

X'(t)=A®)X({), Vtel
X (o) = 0.

Pelo Teorema 2.1, o sistema acima possui uma uUnica solu¢cdo. Como a

funcao nula é solucéo do sistema (2.11), concluimos que

Y(t) =p(t)C =0, Vtel

Assim,

O)C =1 Xq(t) + e Xo(t)+ ...+, X, (t) =0, Vtel,
0 que implica que

det p(t) = W[X1(t), ..., X,(t)] =0, Vte I,

como queriamos demonstrar.

Observacéao 2.1 De acordo com o Teorema 2.3 podemos afirmar que X;, . . ., X,
séo solugdes linearmente independentes do sistema homogéneo (2.8) no intervalo |,
se, e somente se, detX # 0 em algum ponto do intervalo |, onde X é a matriz definida
em (2.10).

Teorema 2.4 Sejam X;, . .., X, solucdes linearmente independentes do sistema

homogéneo (2.8) em um intervalo 7em que a;;,1 <i,j <n, sdo continuas. Entéo

cada solucdo X = @(t) do sistema homogéneo (2.8) pode ser expressa, de modo

anico, como uma combinacao linear de X3, . . ., X,,, dada por:
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Q_’)(?‘) = {'_l'le(t) + ...+ (J‘.'ﬂ.}(ﬂ(t), Vte I.}

com (¥1, (X9, ..., 0, € R.
Definicdo 2.6 Se X,, . . ., X, sao solucbes linearmente independentes do sistema
homogéneo (2.8), entdo dizemos que X, . . ., X, formam um conjunto fundamental

de solucbes do sistema homogéneo (2.8) no intervalo Z

Teorema 2.5 Se X'= AX € um sistema homogéneo no intervalo /, entdo é possivel
encontrar um conjunto fundamental de solucbes para este sistema no mesmo
intervalo.

A prova desse teorema segue do Teorema 2.1 de existéncia e unicidade de

solucdes.

Teorema 2.6 (Solugéo Geral dos Sistemas Homogéneos) Seja, X;, X,, . . ., X, um
conjunto fundamental de solucdes do sistema homogéneo (2.8) no intervalo /. Entéo,
a solucéo geral do sistema no intervalo /€ dada por: X =c¢;X; + .. +c,Xp, ONde ¢;, i =

1, 2...., n S80 constantes arbitréarias.

Exemplo 2.4 Sabemos que os vetores: X; =

cost 0
1 1 ~ ~
—cost+ -sen t] = [ef , sdo solugdes

0

—cost —sent
do sistema (2.3) no Exemplo 2.1.
sent
1 1 , , ~
—5sen t+ -cos t] =também é solucdo do
—sent+ cost

E facil verificar que o vetor X =

sistema (2.3). Assim,

cost 0 sent
W(X1, X5, X3)=| —Lcost +Lsent e —Llsent—1Lcost |=¢e"#0,
» 32y 2 2 2 2 ;
—cost — sent 0 —sent+ cost

para todo t € R, X;, X, e X;formam um conjunto fundamental de solugbes no
intervalo / = (—, ). Logo, a solucdo geral do sistema (2.3) no intervalo 7/ € a

combinacgdo linear X =c¢; X; +c,X, +c3X3, OU Seja,
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cost (0 sent

X =q —% cost + % sent | +e | et | +e3 —% sent — % cost
—cost — sent 0 —sent + cost

2.2 SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS NAO-HOMOGENEOS

Para o nosso estudo, também €& necessario conhecer a solucdo de um
sistema ndo-homogéneo. Assim, apresentaremos a solucéo para o caso de sistemas
de equacdes diferenciais lineares n&o-homogéneos. Qualquer vetor, livre de
parametros arbitrarios, cujos elementos sdo funcdes que satisfazem o sistema

(2.7) € uma solucgédo particular X, em um intervalo | do sistema (2.7).

Teorema 2.7 (Solugdo Geral dos Sistemas Ndo - Homogéneos) Seja X, uma
solucédo dada do sistema nao - homogéneo (2.7) no intervalo /e seja X, = c¢; X; + ... +
cnX, a solugdo geral no mesmo intervalo do sistema homogéneo (2.8). Entdo a
solucéo geral do sistema ndo - homogéneo no intervalo € dada por: X =X, +X,. A
solucdo X, do sistema homogéneo (2.8) é chamada funcdo complementar do
sistema homogéneo (2.7).

De acordo com o Teorema 2.7 a solucdo geral do sistema ndo-homogéneo
(2.7), X'(t) =A@®WX (V) + F(v), € dada por: X(t) =X, (1) + a1 X, (t) +... + a,X,(?), Onde X,
..., X, sa@o as solugbes do sistema homogéneo (2.8) e X,,(#) € uma solugédo particular

do sistema de equacg0es diferenciais ndo — homogéneo.

Exemplo 2.5 Considere o seguinte sistema ndo-homogéneo:

dx,

— =11+ 312 + 12t — 11

dt

dry +3 5 (212
—— =511 + 319 — ©

dt ! ’

no intervalo / =(—o, ). Escrevendo na forma matricial temos:
X =AX + F

onde
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E facil verificar que
3t —4
X,=| ",
—ot + 6
€ uma solucédo particular do sistema ndo-homogéneo (2.12) no intervalo I. A solucéo

complementar de (2.12) no mesmo intervalo € a solucao geral de

X' = AX

X5, = [ _11 ] e %t + co |: 2 j| e%t.

Logo, pelo Teorema 2.7,

X =X, ‘|‘Xp = [ _11 ] e 2t + 3 [ :; ] bt + [ j;f——'_—l(a :|

dada por:

€ a solucéo geral de (2.12) no intervalo I.

2.3 REDUCAO DE UMA EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA DE ORDEM N A
UM SISTEMA DE N EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS LINEARES DE
PRIMEIRA ORDEM

Dada uma equacdo diferencial ordinaria linear de ordem n, podemos
representar como um sistema de n equacdes diferenciais de primeira ordem. Vamos
considerar uma equacao diferencial ordinaria linear de ordem n na sua forma
padrao:

YW+ ar()y" TV 4+ Fana ()Y +Fan(ty = f(1), (213
com as condicdes iniciais: y(ty) = Vo, ' (to) = V1, ...,y P (ty) = v,_1. S€ja x; =y, x,
=y',...,x, =y®™ D, entdo a equacgdo diferencial (2.13) pode ser representada pelo

seguinte sistema de n equac0des diferenciais ordinarias de primeira ordem:

30



dxq

dt
dxo

dt
dx,_1
= Tp
dt

dx,,
o=~z — ... — ay()z, + f(1).

Assim, temos as seguintes condigdes iniciais:

rfﬂl(t(]) =Y
x2(to) = 1

Ln—1 (t{}) = Yn—2

L Tn (f(] ) = Yn—1-

Portanto, resolver uma Equacao diferencial ordinaria de ordem n equivale a
resolver um sistema de n Equacdes diferencial ordinarias lineares de primeira

ordem.

Exemplo 2.6 Consideremos a equacao diferencial ordinaria de terceira ordem, dada

por:

ym + 2;!;” + 4’;," — Ty = sen (2t). (2.14)

Fazendo, a seguinte mudanca devariavel, temos: x; =y,x, =y, x3 =

y",assim, podemos reescrever o sistema (2.14), como um sistema de primeira

ordem:
r
T, = T3
) r
Ly = Iy
r
v, = —2x3 — dxo + Ty + sen (2t).
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A seguir, vamos apresentar um exemplo de um sistema linear envolvendo

derivadas de ordem superior reduzido a um sistema linear de primeira ordem.

Exemplo 2.7 Consideremos o sistema de equac0des diferenciais lineares de segunda
ordem:

3y” = 6y + 4z (2.15)
Z' =4y — 2z + 60 sen (2t).

Fazendo, a sequinte mudanca de variavel, temos: x; =y, x, =y’ ,x; =z e x, =
1=Y. X% =Y 3 4

z', entdo x; =x,, x5=y", x3=x4 e x, =Zz"", assim, podemos reescrever 0 sistema

(2.15), como um sistema de primeira ordem:

r
T, = To
!
3x, = 6y + 4a3
r

:;::1 = 4dx; — 2x3 + 60 sen (2t).

2.4 SISTEMAS COM COEFICIENTES CONSTANTES

2.4.1 Sistemas homogéneos

Nesse momento, vamos considerar os sistemas lineares homogéneos com

coeficientes constantes dado por:

s JJ',.
(I
—— =111 + Q9o + ...+ AQipd,
dt
dxo
—— = U911 + Qo2 + ...+ Qopdy

§ dt " (2.16)
dz,,

{7 = Au1T1 + AQpaZo + ... + QpnTp

Parat € |, onde a; € R para todo 1 <1i, j < n. O sistema acima pode ser escrito
da forma:
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ax
7 O =4X (@),

(2.17)

onde A é a matriz n x n dos coeficientes do sistema, X um vetor de dimensao
n cuja as entradas séo funcdes que variam com t.

Teorema 2.8 Seja 4 uma matriz n x n. Entdo o problema de valor inicial

dX
E(t} = AX(t) (2.18)
X(U) = X(]

tem uma Gnica solugdo dada por X (#) = ' X,.
Demostracao:

: 1
Pela Proposicao 1.3 temos que: “ (f_zm Xu) = Aett Xp.

1t
Assim, se X (t) = e X ‘
d

EX(t) = AEftA X[] = AX(t)
at

Além disso, pela Proposicdo 1.2, %4 = I, assim: X (0) = %4 X, = X,.
Portanto, X () = e** X, é solugéo do sistema (2.18).

Suponha que Y = Y(t) seja também solucdo do sistema (2.18). Definimos:

Z(t) =e Y (1).

Entao
dZ d _,a a dY
= —Ae Y (t)+e M AY (1)
= e (-A+A)Y(t)=0.
Assim, Z(t) € constante em relacdo ao tempo. Além disso, Z(0) = Y(0) = X,
Logo,

X.[] = Z{f_) = e_tA }/(t)

tA tA

Pela Proposicao 1.3, ¢ é ainversa da matriz €~ . Portanto,
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tA
Y{f’) = & X.[].
Célculo das solugdes usando autovalores

De acordo com a sec¢do anterior para se ter a solucdo_§o :si:ste'i'ﬁla)@}w) e
preciso calcular et
A seguir desenvolvemos o método de autovalores que leva para esse célculo.
Seja A um autovalor da matriz A associado a um autovetor v. De acordo com
a Definicdo 1.10, temos:
Av = . (2.19)
Agora, vamos mostrar que:
X = vet (2.20)
€ solucéo do problema (2.17). Temos que: |
X' = (veM) = \veM.
Multiplicando (—_iM em ambos 0s membros da equacao (2.19), segue que:
X' = AveM,
De acordo com (2.20), temos:
X' = AX.

Portanto, verificamos que é X — we™! solucéo do sistema (2.17).

Suponha que a matriz A possua um conjunto completo de n autovetores
Vi, Vo, ..., Vy que sao linearmente independentes. Seja A1, A,,..., A, 0s autovalores

correspondentes. Como visto acima as func¢oes

X1 =m E‘,Alt: Xo = v9 e’\"atj ey Xy = Un etnt

sao solugdes do problema (2.17). Para mostrar que estas solu¢des constituem um

conjunto fundamental, calculamos o respectivo wronskiano:

vieMt et vipent
) VoreME pgge2t L. gy, eMnt
W [X]_:Xz_._ ..._._X.”] =
Un1€”! Up2e™* - Uppe’”
Uin tiz - Uin
U1 U2 -+ Uzp

— B(A1+}\2+...+An}i
Un1 Un2 - Upn
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Como a funcdo exponencial nunca se anula e os vetores vi, Vz, ..., V, Sao
linearmente independentes, o produto acima ndo € nulo. Dessa forma,
X1, Xaz,..., Xp constituem um conjunto fundamental de solucbes. Assim, pelo

Teorema 2.6, a solucéo geral do sistema (2.17) é:

X =11 b4 covn et + .+ ¢, v, e (2.21)
Nesse momento, vamos estudar os diferentes casos que dependem se 0s

autovalores sdo: reais e distintos, multiplicidade maior que 1 ou complexos.

Autovalores Reais Distintos: Se a matriz 4 n x n possui n autovalores reais
distintos A; A,,...,A,, Sejam v;, v,, . . . , v, 0S n autovetores linearmente

independentes, entdo, a solugcédo geral de (2.17) no intervalo (—oo,0) é dado por:

X = cive At 4 cyvye Aty + cnvne}‘n comcy ¢y, ..., c, CONStantes.

Exemplo 2.8 Encontre a solucéo geral do sistema:

dxy
—— = 211 + 3x-
dt 1 2 (2.22)
dxo
— =21 + 5.
dt ! 2
Resolucéao:
.2 3 _ ™ U . _
Seja 4 = 5 1] e X= [xz] entdo o sistema (2.22) pode ser escrito na forma:
X'=AX
Da equacéo (A - Al)v =0, temos:
2— A 3
det (A—XI) = } 5 1 }

= [(2—=A)(1—)\) — 6]
292X —A+)X\—6
= —4—3X4+X=0. (2.23)

Logo, os autovalores sdo: A; = —1led, = 4.
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Para 1, = —1, devemos encontrar w; e z, tal que:

3w, + 3z, =0

(2.24)
2t + 2z = 0.

Resolvendo o sistema (2.24), temos: w;= —z,. Tomando, z;= —1, temos: w;=

1, logo o autovetor € dado por: v; = [_11]

Para 1, = 4, devemos encontrar w, e z, tal que:

—2wy + 320 =0

2y — 329 = 0. (2.25)

Resolvendo o sistema (2.25), w, = %zz Tomando, z, = 2, temos: w, = 3, logo

o autovetor é dado por: v, = [23]

Portanto, X; = [_11] eteX,= [ i ]e‘“, e a solucéo geral do sistema (2.22) é

dada por: X(t) = ¢, X, + ¢, X, = ¢4 _11 ] e t+ ¢, [ g]e‘“, onde, c; e ¢, sdo constantes

reais.

Autovalores de Multiplicidade k > 1: Cada autovalor, A da matriz A de ordem nxn
tem associado um autovetor v. Se o autovalor tem multiplicidade & > 1, entédo ele
pode ter menos que k autovetor linearmente independentes. Nesse caso ndo é
possivel encontrar um conjunto de n autovetores linearmente independentes.
Diremos, que um autovalor tem multiplicidade &> 7 € completo se possui k autovetor
linearmente independentes. No caso da matriz A possui autovalores completos, a

solucéo geral do sistema X’ = AX é dada por (2,21), com A; podendo se repetir.

Exemplo 2.9 Encontre a solugéo geral do sistema X, = AX em que
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Resolucéao:

Fazendo o mesmo procedimento da resolucdo do Exemplo 2.8, podemos

encontrar 0s seguintes autovalores e autovetores: A1 = A, = -1, A3 = 5,
1 To 1

= | 1 ve= |1 |evy=| —1
0 1 1

Neste caso, 0 autovalor A; = -1 tem multiplicidade 2 e € completo, assim,
temos dois autovetores v; e v, linearmente independentes correspondentes a A; = -

1. Como A possui trés autovetores linearmente independentes, a solugdo geral é:
P

X(t) = cre™ vy + coe vy +ese’vg = e l 1 {4ee™ | 1 [ 4ege™ | =1 ).
o] L] Lo

Autovalores de Multiplicidade 2: Seja A um autovalor de multiplicidade 2 associado
a um U(nico autovetor v. Além da solucdo X; = e*v uma segunda solucdo

linearmente independente pode ser obtida fazendo,
X, = Kte + PeM (2.26)

b= KAteM + KeM + PheM. (2.27)

Agora, vamos substituir (2.26) e (2.27) no sistema X’ = AX. Entdo, obtemos:
(AK — AK)te™ + (AP — AP — K)eM = 0. (2.28)

Como a equacao (2.28) deve ser valida para todo ¢ 0s vetores K e P devem
satisfazer as seguintes equacdes:

(A—AK =0 (2.29)

(A— AP =K. (2.30)

A equacédo (2.29) estabelece que K deve ser um autovetor associado a A.
Resolvendo (2.29), temos uma solugéo X, = Ke?. Sabendo o valor de K a equacéo

(2.30) permite determinar o vetor P.
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Autovalores de Multiplicidade 3: Seja A um autovalor de multiplicidade 3 associado
a um unico autovetor v. Além da solugdo X, = e ”wvuma segunda solucéo

linearmente independente pode ser obtida fazendo,
Xso = Kte™ + peM

E uma terceira solugéo linearmente independente é obtida fazendo,
2

t
Xg = K'ie‘u + PteM + Qe’“_ (2.31)

Substituindo (2.31) no sistema X’ = AX, obtemos as seguites equacoes:

(A—MN)K =0 (2.32)
(A—X)P =K (2.33)
(A= XQ = P. (2.34)

Os vetores K, Pe Q devem satisfazer (2.32), (2.33) e (2.34).

Autovalores Complexos: Se a matriz 4 possui n autovalor complexos e distintos, ,
entdo existem n  autovetores linearmente independentes. Uma vez
que a matriz A é real, os autovalores complexos surgem em pares de autovalores
conjugados. Assim, A=p+qi e A=p+gqi formam um par de autovalores
conjugados. Seja v um autovetor associado a A, entdo, (A - A)v = 0 e tomando
o complexo conjugado desta equacdo obtemos: (A - Al )# = 0. Assim, ¥ € o
autovetor associado ao autovalor 1. Se v =vg+iv;,, entdo = vy —iv;. A

solucdo complexa associada ao par (A, v) € dada por:

X (t) = veP 1 = (vg + ivp)eP!(cos (qt) + isen (qt)),

ou seja,

X(t) = e (vrcos (gt) — visen (qt)) + ie” (vicos (gt) 4+ vrsen (qt)).

Teorema 2.9 (Solucbes Correspondentes a Autovalores Complexos) Seja 4 a matriz

de coeficientes com elementos reais do sistema homogéneo (2.17) e seja v um
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autovetor correspondente ao autovalor complexo A, =p+gqi, p € q reais, entdo

v, e’ e 7, e’ s&o solugdes do sistema (2.17).

Teorema 2.10 (Solugcbes Reais Correspondentes a Autovalores Complexos) Seja
A =p + qi um autovalor complexo da matriz de coeficientes 4 no sistema (2.17) e
sejav = vg +iv; 0 autovalor associado a A, entdo X; = R.(x) = epf(vR cos(qt) —
v;sen(qt))e X, = Im(x) = ePt(v, cos(qt) + vgsen(qt)) sdo solugdes linearmente
independentes do sistema (2.17) no intervalo (—oo, o).

A parte real e a parte imaginaria de X = X; + iX, sé@o solu¢bes da equacéo,

deste modo obtemos duas solugdes reais, linearmente independentes.

X1 = R.(X) = eP(vgcos (qt) — vrsen (gt))
Xy, = Im(X) = eP(vycos (gt) + vpsen (gt)).
De fato, se X é solucéo, temos:
X'=AX
(X1 +iXs) = AX, +iXa)
X! 4+iX, = AX, +iAX,.

Logo, X! = AX, e X}, = AX,.
Assim, mostramos que a parte real e a parte imaginaria da solucdo complexa

sao solucdes reais da equacéao.

Exemplo 2.10 Encontre a solucéo geral do sistema X' =A4Xem que

1 -1 2
A= -1 1 0

-1 0 1

Resolugdo: Fazendo o mesmo procedimento da resolugdo do exemplo 2.8,

podemos encontrar 0s seguintes autovalores e autovetores: A; =1, 1; = 1+iels = 1—j

0 —1 i
M = 2 , U9 = 1 € Ug= 1
1 1 1

Portanto, a solu¢do geral complexa é dada por:

X(t) = cretvy + coeM My, egeltDiy,,
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onde ¢y, c,e ¢; Sdo constantes.

Assim,
—1 —1 sent —cost
e 1 | =el(cost+isent) | 1 | =e' | cost | +ie' | sent
1 1 cost sent

Ora, a parte real e a parte imaginaria desta solu¢cdo complexa séo solucdes

reais, linearmente independentes, portanto a solucéo geral real € dada por:

0 sent —cost
X(t)=cqe' | 2 | +cse' | cost | +cge | sent
1 cost sent

onde, ¢, cs e ¢, SA0 constantes reais.

2.4.2 Sistemas lineares ndo homogéneos: variacdo de parametros

Nesta secdo vamos estudar uma versdo matricial do método da variacdo de
parametros para um sistema linear ndo-homogéneo de n equacdes diferenciais
de primeira ordem e n incognitas.

Seja A uma matriz n x n com coeficientes constantes. Se X; (t),i=1,2,...,n
forem n solucdes linearmente independentes do sistema homogéneo X’ = AX no

intervalo |, entdo a solucdo geral é dada por:

X(?f) == (_Zle —+ CQXQ + ...+ i‘.’_f??Xﬂ

ou
T T2 Tin 111 + ...+ CpTin
To1 T Ton C1To1 + ...+ Chlop
Xt)y=c | . |He| . [+ te] . | =
Lnl Lna Lnn C1Tp1 + ...+ Cplpn

Podemos entdo dizer que a solucdo geral pode ser representada na forma
matricial por: X(t) = @#(t)C, onde:
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Iy T2 ... I'ip C1
a1 Tao N L T Co

Tnl Tp2 .. LTpn Cp,

Chamamos a matriz ® de matriz fundamental do sistema X, =AX no

intervalo I.
Propriedade 2.1 Propriedades da Matriz Fundamental

(a) Uma matriz fundamental ® € nao singular.
(b) Se ® é matriz fundamental do sistema X’ = AX, entdo ®'(t) = Ad(¢).

Agora, vamos considerar o seguinte sistema ndo-homogéneo:
X'(t) = AX () + F(t). (2.35)

De forma analoga ao procedimento do método da variagdo de parametros
para uma equacao diferencial de ordem n, vamos determinar uma solucéo particular

variando a matriz de constantes, ¢, logo, temos que determinar

uy (1)

Unp .(?f )

de tal forma que: X, = ¢(t)U(t) seja uma solucdo particular do sistema nao-
homogéneo (2.35).

Derivando X, temos: X, = ®(t)U’(t)+P'(¢)U(t) e substituindo na
equagéo (2.35) temos: @ (£) U (t) + ' (t)U (t) = AD(t)U(t) + F(t), mas
pela Propriedade 2.1 item (b) ®' = A®(t),assim,

DU (t) + AD(U(t) = AD()U(t) + F(1),

Logo, D()U'(t) = F(¢t).
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De acordo com a Propriedade 2.1 item (a), ® é ndo - singular e portanto existe
¢ 1. Entdo,
U'(t) = &1 (1) F(1). (2.36)

Integrando (2.36), temos: U (t) = [ @~ (¢) F(t) dt.

Como X, = ®(t)U(t) podemos concluir que uma solucao particular do sistema nao-
homogéneo X'(t) = AX(t) + F(t) é

X, = @(t)f@‘l{t)F(t)dt. (2.37)

Como procuramos uma solucdo particular qualquer, ndo € necessario usar
uma constante de integragéo no calculo da integral [ ®~* (t)F (t)dt. Para calcular a
solucédo geral do sistema nao-homogéneo, X = X, + X,,, vamos integrar cada entrada

a matriz coluna @~ (©)F(t) em (2.37), assim, temos:

X =®(t)C + ®(t) / S~ () F(t)dt.

Exemplo 2.11 Encontre a solucéo geral do sistema ndo homogéneo:

dx, 5 .y
F = —alI —|— €T =+ ot

dxs
—= =921, —4dxo + e L.
dt ! 2

(2.38)

Resolucdo: Primeiramente, vamos apresentar o sistema (2.38) na sua forma

, [ -3 1 3t
X_[2 _4]X+[]

Agora, vamos resolver o seguinte sistema homogéneo, X' = [

matricial:

-3 1
2 —4

Os autovalores da matriz sdo: A,= —2 e A,= —5 € 0S autovetores sao:

1 o 1
= 1 C Vy = _9 .

Portanto, a matriz fundamental do sistema é @ (t) = [
e

|x.

e—Zt e—St

-2t _ 95t |
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2 1
—-e —-e

2t 2t
Logo,® ' (=3 3 .

1 1
_eSt __eSt
3 3

Assim, a solucéo particular do sistema (2.38) € dada por:

3 2t bt fo2t _ %e% + %ef
xo=o foro| T fa=] L
e—i e—li —2('3_")£ %eoi o L(_)ai o LP-'H

257 12~
ou seja,
6, 27 | 1 —t
P 50— 50 1 1€
P 3, 21, 1 _-t
st — 50 T 3¢

Entdo, a solucéo geral do sistema (2.38) é dada por:

6 27 | 1 _—t
1 —2f 1 —5¢ ’)t a0 4~
X(t) = e 4+ ey e+ ] ‘
3 21 |, 1 _—t
1 - st — 50 T 2°

Problema de Valor Inicial: Consideremos o problema de valor inicial,

{ X'(t) = AX(t) + F(t) (2.39)

X(t[]) — XU-

A solucéo geral do sistema n&o - homogéneo (2.39) pode ser escrita da seguinte
forma:

X =0(t)C + P(t) [t O (s)F(s) ds.

Os limites de integracdo foram escolhidos de tal modo que a solucao
particular anula-se no instante inicial, t =t,. Fazendo, ¢t =t, em (2.39), temos: X(t,) =
& (t,)C, assim, € = o~ (t,)X,. Entdo, a solucdo do problema de valor inicial (P V) é
dada por:

1
X = @(t)(ﬁ_l(tu)XU + @(t)/ (I)_I(S)F(S) ds. (2.40)
to
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Exemplo 2.12 Resolva o PVI

.
di = dx, + 215 — 15te %
dt (2.41)
R
df. = a2 o e
(21(0) =7 e 22(0) =3.

Resolucdo: Primeiramente, vamos apresentar o sistema (2.41) na sua forma

matricial:

X' '=AX + F(t)
X{O) == X[):
onde

my =2t
1 4 2 —15te 7
X = , A= , F(t) = . e Xg= .
To |- 3 —1 |’ (t) —Ate—2t 0 3
Agora, vamos resolver o seguinte sistema homogéneo, X' = AX. Os
autovalores e os autovetores da matriz 4 sdo: ;= -2, v;= [_13 |ea,=5v,= [i]

Logo, a matriz fundamental € dada por:

e—2t 95t
®(t) = [ _3e2t 5t ]

e
e
1 e’ —2e*
(I)_l{f) =z [ —5t —5t '
7| 3e7 e
Entéo,
1 e+ 6> —2e7 + 2™
—1 P . - ¢ [
(Ij'(f)(p (0) - T [ _Se—zt _|_3€t}t Ge—zt _'_elllt
e

Le—2t 4 48 5t
(ID(t)(I)_l(U)X()z [ 7 7 ]

3.2t | 24 5t
e T e

Além disso,
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1 e?s  —2e%* —15se™2¢
-1/ N o
(I) (‘5)F(‘5) - ? { 38—53 8—53 } [ —4s 8—23 :| ’

Agora, vamos calcular as seguites integrais:
t 2
t
f —5 ds = ——
0 2
‘ -7 1 1 —TL —Tt
f (—7se™")ds= —=+ ze” "+ te
0 7T T

para obter a solucdo geral do PVI.

Portanto, de acordo com a equacéao (2.40), temos:

%e_ﬂ 4 %em e—2t 9.5t - %tz
X(t) = 3 o0, 245 | 2t 5t Tt Tt
—se " + Te? —3e” e’ —= +ze " +te”

1,1
7 7
Ou seja,
L2t 4 485t Le=242 4 965 (—1 4 LTt 1 ™)
X(t) = +
3,2t | 245t 3,-2042 | 5t(_ 1 1,—Tt | 4 —Tt
cemH 4 e se e F e (—2 +ze e ")

Enfim, obtemos a solu¢éao do problema do valor inicial, dada por:

T 2

X(t) = [

%e—zz 4 46,5t 1,—2ty2 | oy —2t :|

2 — 23 5 3 — 2, —:
—2p2 4 25ty 3242 4 g2
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CAPITULO 3

3 APLICACOES

modelagem de muitos problemas que aparecem na Fisica, ha
Engenharia, na Quimica e em outras areas, resultam em um sistema de
equacdes diferenciais. Neste capitulo vamos apresentar alguns exemplos
desse tipo de problema. Os problemas que vamos resolver podem ser
encontrados em [7], [10] e [20].

3.1 PROBLEMAS DE SISTEMA MASSA MOLA
Considere um corpo de massa m preso a uma das extremidades de uma mola

horizontal cuja outra extremidade esta fixa, conforme a figura 3.1. O sistema possui

um ponto de equilibrio onde definimos a origem do sistema de coordenadas.

Figura 3.1: Sistema massa-mola

Segundo a Lei de Hooke, ao empurrarmos o corpo preso a mola até uma
posicdo x > 0 surge uma forca restauradora proporcional a distancia em relacéo ao
ponto de equilibrio e no sentido contrario do deslocamento, F, = —kx, que tenta trazé-
lo de volta para a situacéo inicial. A medida que afastamos o corpo de massa m da
posicdo de equilibrio, a intensidade da forca restauradora vai aumentando. Se
puxarmos o0 corpo de massa m para a esquerda da posi¢cdo x,= 0, uma forca de
sentido contrario e proporcional ao deslocamento x surgird tentando manté-lo na
posicéo de equilibrio.

Na sequéncia vamos usar a segunda Lei de Newton:
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Segunda Lei do movimento de Newton: A forca resultante que atua sobre um
corpo é igual a taxa de variacdo do momento deste corpo em relagdo ao tempo, ou,
para uma massa constante,

dv

dt’

onde F é a forca resultante que atua sobre o corpo e v é a velocidade do corpo,

F=m

ambas no instante de tempo ¢
Se as forcas de atrito, tanto entre as superficies de contato como do meio
externo (resisténcia do ar) forem desprezadas, F, sera a Unica forca atuando sobre o

sistema, logo, pela Segunda Lei de Newton,

d?x
m—— = —kx,
dt? ’
ou seja,
d?x k
— = —— .
dt? m (3.1)

A equacao diferencial de segunda ordem (3.1), descreve o movimento do

corpo preso a mola. Agora, considerando as condi¢des iniciais: x(0) = 0 posicéo

inicial e v(0) = vyvelocidade inicial, temos o seguinte problema de valor inicial (PVI):

( d?x . k
dt2 ~ m *
) =(0) =0 (3.2)
\ IT(U) == Up.

O problema (3.2) pode ser transformado em um sistema de equacodes

diferenciais lineares de primeira ordem. Seja v a velocidade do corpo, ou seja,

v= %, assim, o problema (3.2) pode ser representado por:

4
dx
v

E —_—
¢ dv Kk
dt ~  m * (3.3)

| z(0) =0 e w(0) = wvo.
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Escrevemos o sistema (3.3) da seguinte forma:

2 b S | B R G R

. A . . . A = . k
Seja w a frequéncia circular do movimento harmonico simples, temos: WZ:;,

Logo o sistema (3.3), pode ser escrito da seguinte forma:

alv]=[- ol[e] < [W9]=[a]

ou ainda,

X' =AX
X(D) =X[}

onde 4 € a matriz dos coeficientes: A:[ (‘)/Vz %)] X= [i] eX,= [S ]
- 0

Agora, vamos determinar os autovalores da matriz 4. Usando a definicao
1.10, temos que encontrar A tal que det(4 — ) =A* +w?= 0. Assim, 0s autovalores da
matriz A sdo: 1, =wi e, = —wi.

1

Paral, =wi, temos:X;= [‘il ] para l, = —wi temos: X,= [ —wi |

Portanto, a solucéo geral complexa é:
X (t) = c1e™ty; 4 coel~wty,,
com ¢, e ¢, constantes complexas. Vamos considerar a seguinte solu¢cdo complexa

associada a A, = iw,vi = [Vil :

o (0+wit [ 1‘] = % (cos (wt)+isen (wt)) [ 1 ]=[ cos (wt) ]-l—i [ sen (wt) } .

wi wi —w sen (wt) w cos (wt)

Como, p =0, segue do Teorema 2.10 que a solucéo geral € dada por:

—w sen (wt) w cos (wt)

Assim,

x(t) = ¢y cos (wt) + c5 sen (wt),
v(t) = —e; w sen (wt) + co w cos (wt).

Substituindo as seguintes condi¢des iniciais, x(0) = 0 e v(0) = v,, temos:
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x(0)=c,=0 e v(0)=cow =y

Portanto, a funcéo posicdo do mével é dada por:

Sistema massa-mola com duas massas e trés molas

A seguir, vamos descrever um sistema de massa-mola com duas massas m;

e m, e trés molas com coeficientes de elasticidades k;, k, € k5.

F,(t Ej(t)
ky(x; - ;) kyx,

Figura 3.2: Sistema Massa Mola

Sejam x, (1), x,(t) € R e para essa situacdo temos: x, > x,, 0S deslocamentos das
massas em relacdo as suas posi¢des de equilibrio no instante « Vamos isolar m; e m,
e considerar todas as forcas que atuam nas mesmas conforme a figura 3.2, ao aplicarmos a

Segunda Lei de Newton em cada uma das massas, obtemos as seguintes equacdes

diferenciais:
d*x
my (ffl = .IEQ(J;Q — :L'l) — klifil + Fl(t)
d?xy 54)
my—— = —kszo — ko(xe — 1) + Fo(t),
ou
( d°z, {Ll + k'z)-"f--'l koo Fl{t)
= — + +
dt my m my (3.5)
4
d*ry  kowy (ko + k3)xs n Fy(t)
L dt my Mo Mo
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O sistema (3.5) pode ser transformado num sistema de equacdes diferenciais

lineares de primeira ordem. Sejam v;, v, as velocidades dos corpos com massa m, e

. d.xl dXZ . .
m,, OU Seja, V4 = — e 7V, = ——, assim, o sistema (3.5) pode ser representado
2 17 ae 27 ae

por:
( day
—_— =
dt !
dxo
Pk
3
duvy . (k1 + k2)xy N koxo N Fy(t) (3-6)
dt My my My
dvo . kox:1 (k2 + ks)as N Fy(t)
L dt  mo meo meo

Agora, vamos considerar o sistema (3.6) com as seguintes condic¢des iniciais:

( dx, o
dt 1
dxs o
Pk
) d: _ (ky + k2)xy N koo N Fi(t)
dt my my my
dj B koxy 3 (ko + k3)x2 N Fy(t)
At~ me Mo Mo
k-’f?l(ﬂ) =T10 Jl’-‘z({]) = T20 '1"1(0) = V10 'Uz(D) = U2,0-

Exemplo 3.1 Considerando o sistema Massa Mola da figura 3.2, com F,(t) = F,(t) =

0, nesse caso nao temos fOanS externas atuando sobre as massas, temos:

(dx,
W =11
dxs
—_— =
dt 2
1v k ko)x koxe
<ffl=_(1+ z)fl_'_ 2T9 3.7)
dt my m
dvs _ koxy (ko + k3)xo
At~ ms My
k.-'f:l((]) =z19 2200) =m0 v1(0) =010  v2(0) = vap.
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Escrevemos o sistema (3.7) na forma matricial:

g =AX
dt
X(0) = X,
onde
0 0 1 0]
Ty 0 0 0 1 T1p
v | o] A= _k'l + ko ’f_z 0 0 e X, = 2,0
U1 my my U1,0
Uy E B ko + ks 0 0 U2 0
i ms ms i

Logo, a solucdo do sistema (3.7) é dada por: X(t) =e4t X,.

Exemplo 3.2 Suponha agora que o sistema massa-mola esteja sujeito a forca de
atrito entre a superficie e os corpos e que essa forca seja proporcional as
velocidades dos corpos. Neste caso, teriamos que acrescentar dois termos da forma
y1X1 € Y,x, respectivamente na primeira e segunda equacdo do sistema (3.4).

Assim, temos o sistema:

( dx,
=7
dt !
dx |
dt b2
dv ki + ko)x kox: ~ Fi(t
<_1=_(l J) 1_" =2 Jl'-’l‘l_ 1{) (3.8)
dt my my m my
dvs koxq Uig =+ k‘-;;)i(:z Y2 Fz(t)
= — — Vs -+
dt Mo Mo mo Mo
k."1'.-‘1(0) =T10 ;;’.-‘2(0) = T20 "!,-'1(0) = 11,0 ’{.?Q(U) = U2.0-
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Escrevemos o sistema (3.8) na forma matricial:

dX
— =AX+ F
dt
X(G‘) - XU
onde,
[ 0 0 1 0
IV r1 -| 0 0 0 1
X = { B J A= | Fitke ke m
U1 My my my
Vg ,3{_2 - .I.Tg -+ }r{,"; O B ":r_g
i Mo Mo Mo |
_ 0 -
O .'(,'1__()
F— Fl(t) o X, = T2.0
My ) v V1.0
Fy(t) U2,0
1Mo

De acordo com o Teorema 2.7, a solugédo do sistema (3.8) € dada por: X(t) =

Xp+ X,. Onde X, € uma solugdo particular do sistema ndo — homogéneo e X; € a

solucéo geral do sistema homogéneo correspondente.

Exemplo 3.3 Resolva o sistema (3.7) considerando m, = m,= 1, k;= k,= k3 = 1,
sabendo que nenhuma forca externa age sobre as massas e que as duas massas
estejam inicialmente nas suas posi¢coes de equilibrio com as seguintes velocidades
x1(0) =1ex3(0)=—-1.

Resolucao:

Sejam x,(0) = x,(0) = 0 as posi¢cdes de equilibrio, entdo temos o0 seguinte

sistema:
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(dx, o

? =1

dxy o

I Ug (3.9)
¢ dv

Tfl = —2x1 + X2

du:

sz =x; — 29
(21(0) =0 22(0) =0 0 (0) =1 v(0) =—1.

O sistema (3.9), pode ser escrito da seguinte forma:

dX
—=AX
dt
X(0) =X,
onde
Ty 0 0O 1 0 0
o To . 0 0O 0 1 0
X = U1 ’ A= —2 1 0 0 € Xo = 1
Vo 1 —2 O O —1

Agora, vamos determinar os autovalores da matriz A. Usando a definicao
1.10, temos que encontrar A tal que det (A— AI) =A* =422 +3 =0. Assim, 0s
autovalores da matriz 4 sdo: A, = i,A, = —i,A; = V3ie}, = —+/3i e 0s autovetores
associados sao:
vy =(L,1L,40,v, = (L,1,—i,—0),v5 = (1,—-1,/3i,— V3i) ev, = (1,—1,— /3i, V3i).

Portanto, temos:

1 cost sent
Vet = 1 (cost +isent) = cost +1 sent :

1 —sent cost

7 —sent cost

1 cos (V/3t) sen (V/3t)
it _ =11, . _| —cos (V/3t) .| —sen (V/3t)
Vie /3 (cos (\/gf) L isen (ﬂt)) 3 sen (VA1) +1 V3 cos (v/31)
—V/3i \/f_Ssen,(-\/gt) - 3(:05(\/§t)
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Logo, a solucédo geral do sistema (3.9) é dada por:

cost sent cos (\/3t) sen (v/3t)
o cost | sent _ —cos (V/3t) . —sen (\/3t)
X=a —sent 2| cost | T —V/3 sen (v/3t) ta V/3 cos (\/3t)
—sent cost V3 sen (\/gt) —v/3cos (\/gt)

Usando as condig¢des iniciais do sistema (3.9), temos:

[ sen (v/3t) -|

Y — V3 { —sen(\/ﬁt) J '

3 | V3cos(V3t)
—/3 cos (V/3t)

3.2. PROBLEMAS DE DILUICAO

Exemplo 3.4 Suponha que numa industria, dois tanques estao interligados conforme

a figura a sequir.

.
10 £/min
Mistura

16 £/min

Figura 3.3: Tanques interligados
No instante de tempo ¢ = 0, o tanque 1 contém 10 litros de agua pura e o
tanque 2 contém 20 litros de uma mistura de agua com 12 litros de vinho. A agua
pura esta sendo constantemente bombeada para dentro do tanque 1 a uma taxa de
10 litros por minuto, as misturas de agua com vinho s&o trocadas entre os dois
tanques: passa do tanque 1 para o tanque 2 a uma taxa de 16 ¢ /min. e do tanque 2
para o tanque 1 a uma taxa de 6 ¢/min. A mistura escoa do tanque 2 para fora a uma

taxa de 10 litros por minuto. Encontre a quantidade de vinho em cada tanque no

instante de tempo t.
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Resolucéao:

Sabemos que a quantidade de liquido que entra em cada tanque € igual a
guantidade que sai, assim, o volume da mistura em cada tanque permanece
constante. Entdo o tanque 1 contém sempre 10 litros de mistura e o tanque 2
contém sempre 20 litros de mistura. Sejam Q (¢) a quantidade de vinho no tanque 1
no instante te Q, (t) a quantidade de vinho no tanque 2 no instante t.

As taxas de variacao instantanea da quantidade de vinho em cada tanque sao
respectivamente:

dQy

r ’ il 2
Q. (t) = di e Q,(t) = il :

dt

Cada uma dessas taxas deve ser igual a diferenca entre a taxa a qual o vinho
esta entrando menos a taxa a qual o vinho esta saindo do respectivo tanque. Logo,
no tanque 1, a taxa de entrada de vinho é igual a:

A { Qu(t) ¢ 3 (
10— 0~ 46— - Qs (t) —,

min 4 min 20 ¢ 10 min

Enquanto que a taxa de saida do vinho € igual a:

RO
min 0 ¢

4

min

3
16 ng(f) .

Portanto,

(,in L 3 8
L (1) = < Qult) — = Q)

No tanque 2, a taxa a qual o vinho esta entrando € igual a:

(. Qutye 8 ¢

1 = (T
6mir1 10 ¢ 5 1(t)

min

Enquanto que a taxa a qual o vinho esta saindo € igual a:
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Qa(t) 4 14
1 . — = t) —.
(10+6) min 20 ¢ 5 @a(t) min
Portanto,
1 4
"2 = S Qi) — 5 Qu0).

As condigdes iniciais sdo: Q;(0) = 0¢e Q,(0) = 12¢, segue que as quantidades
de vinho em cada tanque no instante de tempo t, podem ser obtidas resolvendo o

seguinte PVI:

( dQl _ 8 3
a () = 5 Q.(t) + 10 Q2(t)

ng
\ at

Q1(t) — é Q2(t) (3.10)

()=:Q

dQl__?_,% Q1
alQ] [ —t]l@])

A matriz formada pelos coeficientes é dada por:

_8 3
4 — 5 10
o 8§ _4
Os autovalores da matriz 4 sdo: A, = —?2, A,= —2 e 0s autovetores associados

sao: v, = (41, 1 ev,= (—%,1).
De acordo com a definicdo 2.4 os dois autovetores sao linearmente

independentes, entdo pelo Teorema 2.6, a solucédo geral do sistema (3.10) é dada

por:
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ou seja,

b — —epe™, (3.11)
0 (3.12)

Substituindo as seguintes condi¢des iniciais Q,(0) = 0 na equacédo (3.11) e
Q,(0) =12 na equacéo (3.12), temos:

1 3
—c; — —cp =10
4 4 (3.13)
1+ oo = 12.
Resolvendo o sistema (3.13), temos: ¢; = 9 ec, = 3, portanto a solucdo do PVI
é dada por:
Q:1(t) = gf’_ét — 9&1_2‘,
2 &
—=t —2t
Q2(t) =9e75" + e,
it
124
[\
11
o\
A
Wil
S_- \\
1\
61 \\
s+ % Q,(t)
2
a+ \\
39 \\“\
S
E - \\
g i s,
e s e e O . -
0 ; 2 3 a 3 o 7 8 ¢ 10 r(mi'nnros)

Figura 3.4: Grdfico

Exemplo 3.5 Considere dois tanques interligados como na figura 3.5. O tanque 1
contém, inicialmente, 30 gal de agua e 25 oz de sal, e o tanque 2 contém,
inicialmente, 20 gal de agua e 15 oz de sal. Entra no tanque 1 uma mistura de agua
contendo 1 oz de sal por galdo a uma taxa de 1,5 gal/min. A mistura flui do tanque 1
para o tanque 2 a uma taxa de 3 gal/min. Entra, também, no tanque 2, vinda de fora,

uma mistura de agua contendo 3 oz de sal por galdo a uma taxa de 1 gal/min. A
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mistura escorre do tanque 2 a uma taxa de 4 gal/min e parte dela volta para o

tanque 1 a uma taxa de 1, 5 gal/min, enquanto o restante deixa o sistema.

1.5 gal/min 1 gal/min
—_— -—

1 oz/gal ’ 3 oz/gal

Iy
b

3 gal/min

-
—

Q(t) oz sal Qit) oz sal
30 gal dgua | I 20 gal dgua

-

- -~ . - -~
’ 1,5 gal/min ! l N
2,5 gal/min

Fanque 1 Fanque 2

Figura 3.5: Tanques interligados

(a) Determine o sistema de equacfes diferenciais de primeira ordem gque descreve
as quantidades de sal Q,(t) e Q,(t), nos tanques 1 e 2, em funcéo do tempo.

(b) Resolva o sistema encontrado no item (a), determinando Q,(t) e Q,(t).
(a) Resolucéo:

Observamos que os volumes do tanque 1 e 2 ndo mudam com o tempo, pois,
estdo em equilibrio, a quantidade de solucédo que entra € igual a quantidade que sai
dos tanques. Agora, sejam Q,(t) a quantidade de sal no tanque 1 no instante t e Q,(t)
a quantidade de sal no tanque 2 no instante t. Assim, a concentragéo de solugédo nos

tanques 1 e 2 em cada instante é dada por: Qo e 20

respectivamente.
30 20

A taxa de variacdo instantanea da quantidade de sal em cada tanque € igual a

taxa de entrada menos a taxa de saida, assim temos:

dQy, . _ Qa(1) Q1 (1)
ﬁ:_*.)_1_.,5+1,a 50 —3 30 i1e
(1&22(f)=3+,3Q1(f) _4Q2(t) (544
a7 7 T30 20

Portanto, temos o0 seguinte PVI, formado pelo sistema de equacbes

diferenciais linear ndo-homogéneo:
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(dQl o Ql(t) Qz{t) 3
dt (t) =— 0 "% Ta T2
dC) . Ql(t) Qz(f)
3 dt(t)_ 0 5 °
Q:(0) =25 (319
| @2(0) = 15.

Podemos escrever o sistema (3.15) da seguinte forma matricial:

a7 5G] L
dt | Q, ﬁ —% Q2

[ I Y[
|
T
i
QO QO
b —
— —
o O
p— p—
||
I
—
— [N
o on
| |

ou ainda,
{ Q'(t) = AQ(t) + F(t)
Q(0) = Qo
Com
o —ﬁ 4—:, % 25
= A= F= € 0= :
? [@z | 5o 3] ? [15]

(b) Resolucéo:

Primeiramente, vamos resolver o sistema homogéneo associado,

{ Q'(t) = AQ(1) (3.16)
Q(0) = Qo.
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. ~ 1
Os autovalores da matriz 4 sédo: A,= —

1
, ., =—= e 0s autovetores
20 4
. ~ 2
associados sao: v, = (1,5) ev, = (1,-2).

De acordo com a definicho 2.4 os dois autovetores sdo linearmente

independentes, entdo pelo Teorema 2.6, a solugdo do sistema homogénea (3.16) é
dada por:

—2

Qn(t) = ¢re” %! [ 2}3 ] +ege 1t { ! } .

Nesse momento, vamos usar 0 método de variacdo de paramétros para
determinar uma solucéo particular. A matriz fundamental do sistema é dada por:

— g5t —3t
e 2 e
®(t) = 9 1y 1y
3€ 20 —2e” 1
Logo,
¥ 1 P 1
%eﬁt E_—:eﬁt
O-L(t) = ) )
1€ te

(t) =‘I’(”/‘I"l(t)F(t)dt= [ f’_f e 1!

ou seja,

Q1) = [;fé }
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Entéo, a solugéo geral do sistema (3.15) é dada por:

Q(t) = Qn(t) + Qp(t),

Lt 1 . 1 42
Q(l) = cre™ = [2/3 ] + cae [ T ] + [ 36 ] :

ou seja,

Q. (t) = (jle_%i - (_:zf_i_:lTI + 42, (3.17)

1 1

Cl€ 26t — 2coe” 1" + 36. (3.18)

Qz(i) =

Ll bJ

L4

Substituindo as seguintes condic¢des iniciais Q,(0) = 25 na equacao (3.17) e

Q,(0) =15 na equacao (3.18), temos:

(5] + Co = —17
3.19
2(;‘1 — 6C2 = —63. ( )
Resolvendo o sistema (3.23), temos: ¢; = —1%:5 ec, = % portanto a solucao

geral do PVI é dada por:

165 1, 29 _

Qi(t) = ———e 20" + 71t £ 42,

8 8
55 1 20
@lt) = _%—mz - qu_ﬂ + 36.

3.3 PROBLEMAS DE CIRCUITOS ELETRICOS

Primeiramente, vamos apresentar alguns conceitos basicos necessarios para
a abordagem de problemas sobre circuito elétrico.

A Teoria de circuitos elétricos envolvendo indutores de indutancia L,
resistores de resisténcia R e capacitores de capacitancia C, onde L é dado em
henrys, R em Ohms e C em farads, baseia-se nas leis de Kirchhoff.

Assim, temos:

(@) Lei dos nos: o fluxo total de corrente atravessando cada n6 (ou juncédo) é zero;
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(b) Lei das malhas: a diferenca de tensdo total em cada lago (ou malha) fechado é
zero.

Além disso, temos outras relacdes importantes:

(1) A Intensidade da corrente elétrica é a taxa de variacdo da carga elétrica Q em
relacdo ao tempo t que atravessa uma secdo transversal de um condutor. Assim,

temos:

Q=0V,

de) dV
Frie I=C e

(2) A lei de Ohm, estabelece que a diferenca de potencial V nos terminais de um

resistor de resisténcia R submetido a uma intensidade da corrente |, é dada por:
V = RI(t).

(3) A capacitancia C de um capacitor submetido a uma carga elétrica Q, com uma

diferenca de potencial entre as placas indicada por V, é dada por:

(4) A indutancia L de um indutor € uma constante relacionada com a diferenca de

poténcial V e com a taxa de variacdo da intensidade da corrente elétrica em relacao

dl .
ao tempo —. Assim, temos:

dl
V=L—.
dt

Se E = E(t) é a diferenca de potencial da fonte de alimentacdo e [ =1(t) € a

intensidade da corrente elétrica, entdo, temos:

(5) V; é a diferenca de potencial nos terminais do indutor:
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dl
Vi=L—.
! dt

(6) V. é a diferenca de potencial nos terminais do resistor:
V. = RI.

(7) V. é a diferenca de potencial nos terminais do capacitor:

1 t
o= — I(u) du.
=5 [ 1w

Assim, usando as leis de Kirchhoff, quando for fechado o interruptor, temos:
14+ Ve 4+ Ve = E(t),

ou seja,

dl 1 t
L — '+ — I(u)du = E(t).
df—i_R +C£ (u) du (t)

Se E(t) é constante e derivarmos em relacao a variavel t, temos:

1
C

Se E(t) € uma funcao diferenciavel da variavel t,temos:

LI"+ RI'+ —=1=0.

LF&HJHﬁy+éHﬂ:Eﬁ)
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Figura 3.6: Circuito Elétrico RCL em paralelo

Exemplo 3.6 Considere o circuito da figura 3.6. Sejam I, I,- e I; as correntes que
passam no capacitor, resistor e indutor, respectivamente. Analogamente, sejam I,

V.. e V; as diferencas de tensé@o correspondentes. Onde arbitrariamente tomamos o0s

sentidos destas correntes como sendo aquele indicado pelas trés setas.

Entdo, pela lei dos nés, temos:

I.+1,+ ;=0 (3:20)

E pela lei das malhas, temos:

V., — V. =0, (3.21)
V., — V; = 0. (3.22)

Agora vamos usar as seguintes relacoes:

dV,
= I.
C 7 . (3.23)
Vi
R 1, (3.24)
Ly (3.25)
dt

Substituindo (3.23) e (3.24) em (3.20) temos:

Ve Ve o _,
pT, + R 1 = L. (3.26)

C
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Usando (3.21) e (3.22) em (3.25) e (3.26) temos o seguinte sistema de
equacodes diferenciais:

i, v,
dt L (3.27)
dv. I, Ve

it C RC

Assim, a relacdo entre a corrente no indutor e queda de tensédo no capacitor é

dada pelo sistema (3.27).

Exemplo 3.7 Considere o circuito elétrico da figura 3.6, onde | é a corrente
passando pelo indutor e V é a queda de voltagem através do capacitor.

(a) Mostre que os autovalores da matriz de coeficientes do sistema (3.31) sao reais
e distintos se L > 4R?C, complexos conjugados se L > 4R2(C e reais iguais se L >
4R?C.

(b) Suponha que R = % ohm,C =1 farad e L = 1 henry. Encontre a solugédo geral

do sistema (3.27).
(c) Encontre I(t) e V (t) se I(0) = 2 amperes e V (0) = 1 volt.

(a) Resolucéo:

Ora, podemos escrever o sistema (3.27) da seguinte forma matricial:

dt | v _% _% V

A matriz formada pelos coeficientes é dada por:

0

=

A=

1 1

C  RC
Usando a definicdo 1.10, temos que os autovalores da matriz A sdo os A tal

que A% + Li+—=0.
RC CL

1

2
1 . -
Quando A= (E) - 4& > 0, temos autovalores reais e distintos, logo:
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1 \? 1
) 4
(RC) oL~
1 1
ez~ ter
CL > AR2C?
L > 4R%C.

Quando A < 0, temos autovalores complexos conjugados, logo:

1)\* 1
— ) —4—
(RC) or <Y
1 1
rc: ~Yer
CL < AR2C?
L < 4R?C.

Quando A = 0, temos autovalores reais iguais, logo:

1N,
RC CL
1 1
— =4
R2(C*? CL
CL =4R?*C"?

L =4R*C.

(b) Resolucédo: Agora, vamos supor que R =% ohm,C =1 farad e L = 1 henry.

Substituindo esses valores no sistema (3.27), temos:

d1;
dV,
dt

r

(3.28)
= —I; —2V..

Assim, podemos escrever o sistema (3.28) da seguinte forma matricial:
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dfn]l_[o 1 I

A matriz formada pelos coeficientes € dada por:

Agora, vamos determinar os autovalores da matriz A. Pela definicdo 1.10,

associado um unico autovetor, v;, logo temos apenas a solucéo:

X1=8_£|:_11:|.

devemos encontrar A tal que det(A—Al) = A +21+1 = 0, ou seja, (A1+1)? = 0. Temos

que A;= A,= —1 é uma raiz de multiplicidade 2. Para esse resultado, temos o Unico

autovetor: v, =[ _11 ] Neste caso, para o autovalor A, = —1 de multiplicidade 2 esta

Desejamos encontrar a solucdo geral do sistema (3.28), entdo vamos

encontrar uma segunda solucéo da forma:

X, = KteM! 4 PeMt,

onde K e P séo vetores linearmente independentes.

Sabemos que k = v,. Para obter P usamos que:
(A+I)P =K.

Seja, P =[ Z ],temos:

Assim, formamos o seguinte sistema:

(3.29)
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a+b=1

—a— b= —1.
Notamos que o sistema possui equacgdes equivalentes, entdo existem infinitas

solucbes a e b. Escolhendo a = 1 temos: b = 0. Logo, P =[ 3 ] Assim, de (3.29),

obtemos:

B 1 s 1 s
Xz—[_l]ie +|:D]€ .

Portanto, a solucao geral do sistema (3.28), é dada por:

X =cet { _11 } —}—r:z{{ _11 ] te™t + [ [1] } e_f}. (3.30)

Da equacéo (3.30), temos:
L(t) = cre™" + cote™ +e7h) (3.31)

Vo(t) = —cre” " 4+ co(—te™). (3.32)

(c) Resolucéo:

Agora, vamos encontrar I(t)eV (t) para as seguintes condicfes iniciais:
1(0) = 2ampeéreseV (0) = 1volt.

Assim, podemos escrever o seguinte PVI:

(dl _
dt (3.33)
Jav. :
=1, — 2V,
1,(0) = 2 Vo(0) = 1.

“

Substituindo, [;(0) =2 em (3.31) e V,(0) = 1 em (3.32), temos:
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L(0)=cy +cy =2
Ve(0) = — = 1.

Assim, ¢;= —1 e ¢,= 3. Portanto, a solucao geral do sistema (3.33) é dada por:

I)(t) = 2e7! + 3te™
V.(t) = et — 3te™".

3.4 PROBLEMA DE LANCAMENTO DE CORPOS

Nesta secdo, vamos estudar o problema de lancamento de corpos

verticalmente para cima.

Direcio x positiva

Figura 3.7: Lan¢amento vertical para cima

Considere um corpo de massa m. Consideremos a origem no ponto de
langamento e orientemos o eixo com sentido positivo para cima. Denotemos x(t) a
distancia da massa em relacdo a origem O no instante t e v(t) a velocidade do corpo
no instante de tempo t. Note que temos duas for¢as atuando sobre o corpo, a forca
de gravidade dada por mg e a forca de resisténcia do ar, a qual assumimos
proporcional a velocidade, dada por —kv, onde k = 0 é a constante de
proporcionalidade. Essas forcas atuam na direcdo negativa (para baixo), a forca
resultante que atua sobre o corpo é dada por: F = —mg — kv. Aplicando a Segunda

Lei de Newton, temos:
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d*x

dt?

F=ma=m = —mg — kv.

A equacédo (3.34) pode ser transformada no seguinte sistema de equacdes

diferenciais lineares de primeira ordem:

( dx
— 11
dt
{ dv k (3.35)
—=——v—9g
dt m
Lz(0) =0 v(0) = vq

Onde v, é a velocidade inicial e x(0) = 0 significa que o corpo esta inicialmente na
origem.

O sistema (3.25) pode ser escrito da forma:

X _ x4 (o
dt
X(U) - X{]

T 0 1 0 0
L) aelp ] me[] el

Primeiramente, vamos resolver o sistema homogéneo associado,

dX
— = AX
dt (3.36)
X(O) - X(].
Usando a definicdo 1.10, temos que os autovalores da matriz A séo: A, =
k ; X . 1 1
0Oel, = —— e 0s autovetores associados s&o: v, = [ 0 ]e vy, =|_K|.
M

1
Para 1,= 0, temos: v, = [ (1) ] eparal, = —%,temos: Vy= [_5].
M
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De acordo com a definicdo 2.4 os dois autovetores sao linearmente
independentes, entdo pelo Teorema 2.6, a solugdo homogénea do sistema (3.36) é

dada por:

1 _k 1
Xu(t) =1 [ 0 ] + o m' ! i ] .
T
Vamos usar o método de variacdo de paramétros para determinar uma

solucao particular. A matriz fundamental do sistema é dada por:

1 e m!

(I)(f) = k — kg

m o

Logo,

1 e m! _%t
X,(t) = (I)(t)/(l)‘l{t)F(i) dt = ok, |- .
0 —LeTm m gt
m 2 €m
ou seja,
—ﬂt—F m3g
k k2
Xp(t) = mg
k

Entéo, a solucéo geral do sistema (3.35) é dada por:
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X(t) = Xn(t) + X, (1),

1 71
X(t) = [ 0 ] + coe”m!t [

ou seja,

2
k& mg m2g
t : !
x(t) =1 + ce” m" — e t+ 2

k L, Mg
LT(t) = —— (e m — T .
T '

Substituindo as condi¢des iniciais, x(0) = 0 e v(0) =v,, temos: c¢; = Uo% e

_ m m2g
C2 —_ _vor— k2 .

Portanto, a funcéo que descreve o movimento do corpo € dado por:

vpkm + m? m
x(t) = 0 L_-L_ g (1 — e_f_r) — kg t.



CONSIDERACOES FINAIS

0 presente trabalho, observou-se a necessidade de modelar problemas
aplicados em diversas areas fazendo o uso de sistemas de equacdes
diferenciais lineares, onde cada situacdo € resolvida usando métodos
diferenciados para chegar a solucéao.

Além disso, mostrou-se a aplicabilidade do uso dos métodos existentes para
chegar a solugéo de um sitema de EDO. O resultado final alcancado pela pesquisa
mostrou-se de acordo com o esperado, uma vez que se conseguiu resolver alguns
problemas selecionados usando os métodos relatados nas se¢fes da pesquisa, bem
como, a importancia de modelar sistemas de EDO. Entdo, através da pesquisa
apresentada neste livro, concluimos que nossos objetivos foram alcancados.
Futuramente, algumas modificacbes poderao ser realizadas, tal como: experimentos

fisicos que podem ser uma alternativa para inovar nossa pesquisa.
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