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Atualmente, modelos matemáticos são usados em várias áreas do 

conhecimento, tais como: Física, Química, Biologia, Engenharia, entre outras. 

Diversos problemas envolvendo situações práticas dessas áreas são resolvidos 

usando modelos matemáticos expressos por equações diferenciais. As equações 

diferenciais são equações que relacionam funções e suas derivadas. Assim, resolver 

uma equação diferencial é encontrar uma função que satisfaça a equação e verifique 

determinadas condições iniciais. No presente trabalho tratamos de problemas que 

podem ser modelados a partir de um conjunto de equações diferenciais. Essas 

equações são determinadas em função de alguns valores conhecidos ou dado pelo 

modelo real. Assim, de forma conceitual, um modelo matemático, pode ser 

apresentado como uma representação de um sistema real, ou seja, um modelo deve 

representar um sistema e a forma como ocorrem suas modificações. Dessa forma, 

percebesse a importância da utilização de modelos matemáticos para resolver 

situações problemas. Apresenta-se a problemática do presente estudo: A 

modelagem matemática através de um sistema de equações diferenciais lineares, é 

essencial para determinar as possíveis soluções dos problemas existentes em 

diversas áreas? Para buscar respostas a este questionamento, propõe-se como 

objetivo geral deste estudo: Analisar modelos matemáticos; No caso particular da 

pesquisa, investiga-se os métodos de abordagem para determinar as soluções 

possíveis de um sistema de equações diferenciais. Tendo como objetivos 

específicos: descrever os fenômenos físicos; analisar as possíveis soluções de 

sistemas de equações diferenciais; mostrar a aplicabilidade dos problemas; mostrar 

que, quando a matriz de um sistema de equações diferenciais lineares de primeira 

ordem é diagonalizável, então, podemos expressar a solução geral desse sistema 

em termos dos autovalores e autovetores dessa matriz. Além da introdução, que 

destaca a construção metodológica, este estudo está organizado em três capítulos 

complementares entre si. No primeiro capítulo, apresentamos uma breve revisão 

sobre matrizes e algumas definições importantes para o nosso trabalho. Logo após 

apresentamos a exponencial de uma matriz e provamos algumas propriedades da 

matriz exponencial. No segundo capítulo, apresentamos a teoria básica dos 

sistemas de equações diferenciais lineares de primeira ordem: homogêneos e não-

homogêneos. Mostramos também como fazer para reduzir um sistema de equações 

INTRODUÇÃO 
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diferenciais ordinárias de qualquer ordem a um sistema equivalente de primeira 

ordem. Na sequência do capítulo 2, consideramos os sistemas lineares com 

coeficientes constantes e mostramos como encontrar a solução através dos 

autovalores e autovetores relacionados com a matriz dos coeficientes. Finalmente, 

no terceiro capítulo apresentamos a resolução de alguns problemas aplicados 

fazendo o uso dos métodos estudados no capítulo anterior. Caro leitor, as principais 

referências para elaborar a parte teória e prática da monografia foram as seguintes: 

[7], [9], [10], [11], [12], [13], [19], [20], [21], [22], [27] e [31]. 
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1 ÁLGEBRA MATRICIAL 
 

este capítulo, apresentaremos um breve resumo sobre matrizes, 

autovalores autovetores, matriz diagonalizável. Além disso, definiremos 

exponencial de  matriz e provaremos algumas de suas propriedades. 

  

Definição 1.1 Sejam m e n dois números inteiros maiores ou iguais a 1. Denomina-

se matriz m × n (lê-se m por n) uma tabela retangular formada por m × n números 

reais, dispostos em m linhas e n colunas. Os números são chamados de elementos. 

As linhas são enumeradas de cima para baixo e as colunas, da esquerda para 

direita. 

Veja o exemplo: 

 

 

 

A matriz A é uma matriz de ordem 2 × 3. Costuma-se representar as matrizes 

por letras maiúsculas e seus elementos por letras minúsculas, acompanhadas por 

dois índices que indicam, respectivamente, a linha e a coluna que o elemento ocupa. 

Assim, uma matriz A de ordem m × n é representada por:  

    

 
 

Abreviadamente podemos escrever: 

 

  [   ]                                

 

CAPÍTULO 1 
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Definição 1.2 Duas matrizes, A e B, da mesma ordem m × n, são iguais se, e 

somente se, todos os elementos que ocupam a mesma posição são iguais, ou seja, 

                    *       +      *       +  

  

 

1.1 TIPOS DE MATRIZES 

 

Matriz Quadrada é aquela cujo número de linhas é igual ao número de 

colunas (m = n).  

Considere uma matriz quadrada n × n. Os elementos da diagonal principal 

são os elementos da posição i = j. Por outro lado os elementos da diagonal 

secundária são os elementos cujo soma dos índices é dado por i + j = n + 1.  

Matriz Linha é aquela que possui uma única linha (m = 1). Para colocar 

vetores no plano e no espaço costumamos usar a matriz linha.  

Matriz Coluna é aquela que possui apenas uma coluna (n = 1).  

Um vetor no plano ou no espaço pode ser considerado como uma matriz 

coluna. Usaremos essa forma ao representar a solução de um sistema de equações. 

Assim, se tivermos duas ou três incógnitas elas podem ser representadas numa 

forma vetorial no plano ou no espaço.  

Matriz Nula é aquela em que todos os seus elementos são nulos.  

Matriz Diagonal é uma matriz quadrada cujos elementos       se       

Portanto, possui todos os valores iguais à zero, exceto os elementos da diagonal 

principal. 

Matriz Identidade é uma matriz quadrada cujos elementos       se                                 

e       se      Portanto, possui todos os valores nulos, exceto os valores da 

diagonal principal que valem sempre 1.  

Matriz Triangular Superior é uma matriz quadrada de ordem n cujos 

elementos       se     . 

Matriz Triangular Inferior é uma matriz quadrada de ordem n cujos 

elementos       se     . 

Matriz Simétrica é uma matriz quadrada de ordem n, em               i , j ≤ 

n.      
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Matriz Anti-Simétrica é uma matriz quadrada de ordem n, em que     

                    

 

1.2 OPERAÇÕES COM MATRIZES 

 

Nesta seção vamos definir as seguintes operações: adição, produto por um 

escalar, transposição e produto de matrizes. 

 

Adição de matrizes 

 

Definição 1.3 Sejam, A = [   -mxn      ,   -mxn, a matriz A somada coma a matriz B                                                    

resulta numa matriz     ,   -mxn, cujos elementos são:          +             

Denotamos por:       ,   +    -mxn. 

 

Propriedade 1.1 Propriedades da adição com matrizes:  

 

(a) Comutatividade: A + B = B + A.  

(b) Associatividade: (A + B) + C = A + (B + C). 

(c) Elemento Neutro da Adição: A + 0 = 0 + A = 0, onde 0 denota a matriz nula com 

a mesma ordem da matriz A. 

 

Produto de uma matriz por um escalar 

 

 A multiplicação por um escalar é uma das operações mais simples que 

podem ser feitas com matrizes. 

 

Definição 1.4 Seja k um número qualquer. Para multiplicar k por uma matriz A de 

ordem m × n, basta multiplicar cada entrada     de A por k. Assim, a matriz 

resultante B será também m × n e seus elementos serão     =           

 

Propriedade 1.2 Propriedades do produto por um escalar: 

 

(a) Associativa em relação ao escalar:   (   )  (    ) . 
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(b) Distributiva à direita em relação as matrizes:    (   )       . 

(c) Distributiva à esquerda em relação aos escalares: (      )                        

(d) Elemento Neutro: 1.A = A.  

(e) A multiplicação do escalar zero por uma matriz   qualquer resulta na matriz nula, 

ou seja, 0.A = 0. 

 

Matriz transposta 

 

Definição 1.5 Dada uma matriz   ,   -     , podemos obter uma outra matriz 

   ,   -     , , cujas linhas são as colunas de A, isto é,            
  é denominada 

a transposta de A. 

 

Propriedade 1.3 Propriedades da matriz transposta: 

 

(a) (  )t = A. 

(b) (   )t            

(c) A é simétrica se, e somente se         

(d) (  )t        é um escalar qualquer. 

 

Produto de Matrizes 

 

 A multiplicação de duas matrizes é bem definida apenas se o número de 

colunas da matriz da esquerda for o mesmo do que o número de linhas da matriz da 

direita. 

 

Definição 1.6 Sejam,    [   ]   
     ,   -   , então, seu produto A.B é a matriz 

m × p (m linhas e p colunas) dada por:    ,   -   . Os elementos da matriz 

produto     são representados por:  

 

    ∑       
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Propriedade 1.4 Propriedades do Produto de Matrizes: 

 

(a) Em geral AB   BA   

(b) AI = IA = A, onde I é a matriz identidade. 

(c) Associativa: (AB)C = A(BC).  

(d) Distributiva: A(B + C) = AB + AC.  

(e) (A + B)C = AC + BC.  

(f) k(AB) = (kA)B = A(kB). 

(g) (AB)t  = BtAt. 

 

Matriz inversa 

 

Definição 1.7 Dada uma matriz A, quadrada, de ordem n, se existir uma matriz A 1, 

de mesma ordem, tal que A . A 1 = A 1. A = In (onde In é a matriz identidade), então 

A 1 é matriz inversa de A.  

 

Propriedade 1.5 Propriedades das Matrizes Inversas: Se A e B são inversíveis, 

então: 

 

(a) (AB)−1 = B−1 A−1. 

(b) (A−1)−1 = A. 

(c) (At)−1 = (A−1)t.  

(d) det(A−1) =
 

    ( )
   

 

1.3 DEFINIÇÕES IMPORTANTES 

 

Determinante 

 

Definição 1.8 Dada a matriz de ordem n, A = [aij]n, o determinante de A, é definido 

por:  

 

   ( )  ∑(  )                
 

 

 



 
 

14 

 

Onde:      (          ) indica o número de inversões da permutação, 

(          )   indica o somatório é estendido a todas as n = 2! permutações dos 

números 1, 2, . . . , n. 

 

Dependência e Independência Linear 

 

Definição 1.9 Seja            um conjunto de vetores em um espaço vetorial. 

Dizemos que o conjunto é Linearmente Dependente (LD), se existirem 

constantes            não todas nulas, tais que:                    = 0. Um 

conjunto que não é Linearmente Dependente é dito Linearmente Independente 

(LI) 

 

Autovetor e Autovalor 

 

Definição 1.10 Seja A uma matriz de ordem n. Se existirem v     , v  0, 

e       tais que Av =  v,   é um autovalor de A e v um autovetor de A 

associado a λ. 

Na Definição 1.10 podemos escrever (A -  I)v = 0. Se det (A -  I)   0, 

sabemos que o problema anterior tem uma única solução dada por: v = 0. Portanto, 

para determinar os autovalores e autovetores devemos encontrar λ tal que det (A - 

 I) = 0. Como a equação det (A -  I) = 0 é uma equação polinomial de grau n, 

existem n autovalores   ,   ,...,   , alguns dos quais podem ser repetidos. Se um 

certo autovalor aparecer m vezes, se diz que este autovalor tem multiplicidade m. 

Cada autovalor tem pelo menos um autovetor que lhe é associado, e um autovalor 

de multiplicidade m pode ter q autovetores linearmente independentes associados, 

com 1 ≤ q ≤ m. Se todos os autovalores de uma matriz A tiverem multiplicidade 1 é 

possível mostrar que os n autovetores de A, um para cada autovalor, são 

linearmente independentes. Por outro lado, se A tiver um, ou mais de um, autovalor 

repetido, então podem existir menos do que n autovetores linearmente 

independentes associados a A. 
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Matriz Diagonalizável 

 

Definição 1.11 Dizemos que uma matriz A, n × n, é diagonalizável, se existem 

matrizes P e D tais que A = PDP  1, ou equivalentemente, D = P 1AP, em que P é uma 

matriz inversível e D é uma matriz diagonal. 

 

Funções Matriciais 

 

Definição 1.12 Seja A uma matriz em que cada uma das suas entradas [   - 

é uma função de variável real t. Então, A é uma função matricial de variável 

real t. Se as entradas da matriz A são os elementos [   -, então as entradas de 

dA/dt são [d   /dt]; as entradas de ∫     são [∫      ]. Dizemos que a matriz 

A é contínua (diferenciável, integrável, etc,. . .) se suas entradas [   - forem 

todas elas funções contínuas (diferenciáveis, integráveis, etc, ...). 

 

1.4 A EXPONENCIAL DE UMA MATRIZ 

 

 Nessa seção definiremos a exponencial de uma matriz provando sua 

convergência e algumas propriedades importantes.  

 Seja Mn o espaço vetorial formado pelas matrizes de ordem n × n com 

entradas reais. Consideramos Mn com a seguinte norma: 

 

 

Propriedade 1.6 Propriedades da norma: 

 

(i)  

(ii)  

(iii)  

 

Demonstração: 

(i)  



 
 

16 

 

 

Portanto, 

 

 

(ii)  

 

Como,                                 é uma cota superior para os  valores de 

quando                          , concluímos que (ii) é verdadeiro.  

(iii) É trivial se              Agora, se      é uma consequência imediata de (ii). 

 

Proposição 1.1 Mn é um espaço normado completo, isto é, em Mn toda sequência 

de Cauchy é convergente. Se       sabemos através da série de Taylor que: 

 

 

 

 Agora, vamos apresentar a definição da exponencial de uma matriz. 

 

Definição 1.13 Para a matriz A, de ordem n × n, definimos: 

   

                                                                                                                                             (1.1)  

  

Vamos mostrar que    está bem definida para qualquer    , ou seja, vamos 

mostrar que a série dada em (1.1) é convergente no espaço   . 

Denotamos por:  

 

e consideramos a diferença, para m > µ: 

 

                                                                                                                                             (1.2) 
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onde foi usado a Propriedade 1.6. 

Sabemos que  

 

 

é convergente, então as somas parciais da série acima formam uma sequência 

convergente, portanto de Cauchy. Assim, para todo   > 0 existe N > 0 tal que 

 

Assim, por (1.2) temos: 

 

Logo, a série Sm é de Cauchy e portanto convergente, pois Mn é um espaço 

normado completo, o que prova que a exponencial da matriz A está bem 

definida: 

 

 

Proposição 1.2 Propriedades da matriz exponencial:  

 

(a)     = I, se A é a matriz nula.  

(b) Se P é inversível, então,        
           

 

Demonstração: 

 

(a) Seja A = 0, a matriz nula, então: 

 

(b) Por definição: 

 

Observe que (     ) (     ) =           Portanto, 
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Para provar a próxima proposição precisamos do seguinte resultado de série 

de funções. 

 

Teorema 1.1 Seja D um conjunto aberto de  . Considere as funções vetoriais 

          
 tal que a série ∑   ( ) 

    converge pontualmente em D para a função 

f. Suponhamos que, para cada i    , a função    é diferenciável em D e a função   
 é 

contínua em D. Se a série  ( )  ∑   
 ( ) 

    é uniformemente convergente em D 

então a função  ( )  ∑   ( ) 
    é diferenciável em D e temos, para todo o x   D, 

 

Proposição 1.3 Propriedades da matriz exponencial      

 

(a) Seja   ( )               ( )   A ( ) para todo número real  . 

(b) A matriz                                (   )                         (  )          

 

Demonstração:  

 

(a) Para cada    , considere a função         dada por:  

 

onde Mn denota o espaço das matrizes reais quadradas de ordem n. Por definição, 

para cada t    : 

 

Além disso,    é diferenciável em   e a função, 
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é uma função contínua em  , para cada i    . Sabemos que etA é uma série 

uniformemente convergente então a série 

 

é uniformemente convergente. Assim, as funções    satisfazem todas as hipóteses do 

Teorema 1.1, portanto: 

 

ou seja: 

 

(b) Usando a Regra de Leibniz para um produto de matrizes, temos:   

 

A matriz (-A) comuta com toda potência natural de A, então (-A) comuta 

com eAt, assim: 

 

Assim, (eAte-At) é constante em relação a t. Logo, 
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2 SISTEMA DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 

 

este capítulo vamos apresentar um estudo sobre Sistemas de equações 

diferenciais ordinárias. Esses sistemas aparecem frequentemente em 

matemática aplicada, economia e engenharia ao modelar certos 

fenômenos.  

Muitos matemáticos famosos estudaram equações diferenciais dando sua 

contribuição a ciência, podemos incluir Newton, Leibniz, Família de Bernoulli, 

Riccati, Clairaut, d’Alembert, Euler entre outros. Podemos reduzir um sistema de 

equações diferenciais ordinárias de qualquer ordem a um sistema equivalente de 

primeira ordem. Em geral, um sistema de equações diferenciais de primeira ordem 

pode ser escrito da seguinte forma: 

 
onde t é a variável independente e pertence ao intervalo I. As funções    =   ( ) são 

funções reais e     :          para 1        

 

Definição 2.1 Seja      um intervalo. Um sistema da forma 
 

 

 

                                                                                                                     (2.1) 

 

 

 

Para t   I, é chamado de sistema de equações diferenciais lineares de 

primeira ordem. Se todas as funções         forem identicamente nulas no intervalo 

I, dizemos que o sistema (2.1) é homogêneo; caso contrário, ele é não-homogêneo. 

CAPÍTULO 2 

N 
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Definição 2.2 As funções 

 
Formam uma solução do sistema (2.1) no intervalo I  se:  

i) São diferenciáveis em todos os pontos do intervalo I. 

ii) Satisfazem o sistema (2.1) para todo        

 

Definição 2.3 Para o sistema (2.1), pode-se dar n condições iniciais da forma: 

                                                                                                                                             (2.2) 

 

Com    pertencente ao intervalo       
    

      
   números reais. As equações 

diferenciais do sistema (2.1) e as condições iniciais (2.2) formam um problema de 

valor inicial (PVI).  

 

Exemplo 2.1 Considere o seguinte sistema de equações: 

 

 

 

                                                                                                                     (2.3) 

     

 

 

Verifique que: 

 

(a) As funções 

                                                                                                                                             (2.4) 

 

formam uma solução para o sistema (2.5) em todo intervalo I = ( ∞ ∞). 

 

(b) As funções 

 

 

formam uma solução para o sistema (2.3) em todo intervalo     ( ∞ ∞)  

(a) Resolução: 
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 Sejam as seguintes funções    ( )           ( )                ( )      

      Sabemos que as funções acima são diferenciáveis em     ( ∞ ∞) e que: 

 

Agora, substituindo no sistema (2.3),   ,   ,   , 
   

  
 
   

  
   

   

  
  pelos seus 

respectivos valores, temos: 

 

Assim, a condição (ii) da Definição 2.2 foi verificada. Portanto, de acordo 

com a Definição 2.2 as funções (2.4) formam uma solução do sistema (2.3) 

no intevalo I. 

 

(b) Resolução: 

  

 Sejam as seguintes funções:   ( )              ( )       
 

 
      

 
 

 
           ( )                    Sabemos que as funções acima são 

diferenciáveis em todos os pontos do intervalo     ( ∞ ∞) e que: 

  

Agora, substituindo no sistema (2.3),   ,   ,   , 
   

  
 
   

  
   

   

  
  pelos seus 

respectivos valores, temos: 

 

Logo: 
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Assim, a condição (ii) da Definição 2.2 foi verificada. Portanto, de acordo 

com a Definição 2.2 as funções (2.5) formam uma solução do sistema (2.3) 

no intevalo I.  

Anuciaremos a seguir, um Teorema sobre a existência e a unicidade para um 

sistema de equações de primeira ordem. 

 

Teorema 2.1 Se as funções     com                com         são contínuas 

em um intervalo aberto I, então existe uma única solução   =   ( )           ( ) 

do sistema (2.1) que também satisfaz as condições iniciais (2.2), onde    é qualquer 

ponto em        
    

 , . . . ,   
   são números reais arbitrários. Além disso, a solução 

existe em todo o intervalo  . 

A demonstração desse teorema pode ser feita pelo método de aproximações 

sucessivas (ver [9]). 

 

Forma Matricial de um Sistema Linear: O sistema de equações diferenciais de 

primeira ordem (2.2) pode ser escrito da forma: 

 

 

 

Ou ainda, 

 

                                                                                                                                (2.6) 

Com 



 
 

24 

 

 

Além disso, podemos escrever o sistema de equações diferenciais (2.1) com 

condições iniciais (2.2) da forma: 

 

 

                                                                                                                                             (2.7) 

 

 

Onde  

 

 

2.1 SISTEMAS DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS HOMOGÊNEOS 

 

Usando a notação dada anteriormente, se F = 0, podemos considerar o 

seguinte sistema homogêneo: 

                                                                                                                                (2.8) 

Abaixo um exemplo de sistemas escritos na forma matricial: 

 

Exemplo 2.2 O sistema homogêneo: 

 

 

 

                                                                                                                     (2.9) 
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Pode ser escrito da forma: 

 

 

Seja, X = [ 

  

  

  

 ]       [
         
         

        
], então o sistema de equações diferenciais 

(2.9) pode ser escrito na forma: 
 

  
      

    

Apresentamos a definição de dependência e independência linear, pois 

estamos interessados em soluções linearmente independentes do sistema 

homogêneo (2.8). 

 

Definição 2.4 (Dependência e Independência Linear) Seja             um conjunto 

de vetores solução do sistema homogêneo (2.8) no intervalo I. Dizemos que o 

conjunto é Linearmente Dependente (LD) no intervalo I, se existirem constantes 

        não todas nulas, tais que:                          Um conjunto que 

não é Linearmente Dependente no intervalo I é dito Linearmente Independente (LI). 

 

Teorema 2.2 (Princípio da Superposição) Sejam   , . . . ,   soluções do problemas 

homogêneo (2.8) no intervalo  , então a combinação linear  ∑     
 
    também é 

solução do sistema (2.8) quaisquer que sejam   , . . . ,       . 

 

A seguir, apresentamos um exemplo usando o princípio da superposição. 

 

Exemplo 2.3 Pelo exemplo 2.1, sabemos que    = [
 
  

 
]        [

    

 
 

 
      

 

 
      

           

] 

são soluções do sistema (2.3), então pelo princípio da superposição, a combinação 

linear: 
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é também solução do sistema (2.3) quaiquer que sejam   ,       .  

De acordo com o Teorema 2.2 o conjunto de soluções do sistema homôgeneo 

(2.8) é um espaço vetorial. Na sequência veremos que esse espaço vetorial 

tem dimensão n. 

 

 

Seja                  com              soluções do sistema homogêneo (2.8).  

 

 

Consideramos a seguinte matriz: 

 

 

                                                                                                                   (2.10) 

 

 

Podemos afirmar que para cada t fixo, as colunas da matriz (2.10) são 

linearmente independentes se, e somente se, o detX   0. 

 

Definição 2.5 O determinante da matriz definida em (2.10), detX, é chamado de 

Wronskiano das n soluções do sistema homogêneo (2.8) e é denotado por W [   , . . 

,   ] = det X. 

 

Teorema 2.3 Seja A = A(t) uma matriz contínua em I e X1, ... , Xn soluções do 

problema (2.8) no intervalo I, então, W [  , ... ,   ] ou é identicamente nulo ou nunca 

se anula nesse intervalo. 

 

Demonstração:  

 

Definimos:  
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Suponha que exista      I tal que W [  (  ), . . . ,   (  )] = 0. Então existe um 

vetor não nulo  

 

                                                           , tal que:  
 

 
 
Considere a função: 
 

 
 
É imediato que ψ é solução do seguinte problema: 

 

                                                                                                                              (2.11) 

 

Pelo Teorema 2.1, o sistema acima possui uma única solução. Como a 

função nula é solução do sistema (2.11), concluímos que 

 

Assim,  
 
 

o que implica que 

 

como queríamos demonstrar. 

 

Observação 2.1 De acordo com o Teorema 2.3 podemos afirmar que   , . . . ,    

são soluções linearmente independentes do sistema homogêneo (2.8) no intervalo I, 

se, e somente se,        em algum ponto do intervalo I, onde X é a matriz definida 

em (2.10). 

 

Teorema 2.4 Sejam   , . . . ,    soluções linearmente independentes do sistema 

homogêneo (2.8) em um intervalo I em que              , são contínuas. Então 

cada solução     ( ) do sistema homogêneo (2.8) pode ser expressa, de modo 

único, como uma combinação linear de   , . . . ,   , dada por: 
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com  

  

Definição 2.6 Se   , . . . ,    são soluções linearmente independentes do sistema 

homogêneo (2.8), então dizemos que   , . . . ,    formam um conjunto fundamental 

de soluções do sistema homogêneo (2.8) no intervalo I. 

 

Teorema 2.5 Se   = AX é um sistema homogêneo no intervalo I, então é possível 

encontrar um conjunto fundamental de soluções para este sistema no mesmo 

intervalo. 

A prova desse teorema segue do Teorema 2.1 de existência e unicidade de 

soluções. 

 

Teorema 2.6 (Solução Geral dos Sistemas Homogêneos) Seja,   ,   , . . . ,    um 

conjunto fundamental de soluções do sistema homogêneo (2.8) no intervalo I. Então, 

a solução geral do sistema no intervalo I é dada por: X =      + ... +     , onde   , i = 

1, 2, . . . , n são constantes arbitrárias. 

 

Exemplo 2.4 Sabemos que os vetores:    = [

    

 
 

 
      

 

 
     

           

]   [
 
  

 
], são soluções 

do sistema (2.3) no Exemplo 2.1. 

É fácil verificar que o vetor X =  [

    

 
 

 
       

 

 
     

           

]   também é solução do 

sistema (2.3). Assim,  

 

 

 

 

para todo t   ,   ,    e    formam um conjunto fundamental de soluções no 

intervalo I = ( ∞, ∞). Logo, a solução geral do sistema (2.3) no intervalo I é a 

combinação linear X =      +      +     , ou seja, 
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2.2 SISTEMAS DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS NÃO-HOMOGÊNEOS 

 

Para o nosso estudo, também é necessário conhecer a solução de um 

sistema não-homogêneo. Assim, apresentaremos a solução para o caso de sistemas 

de equações diferenciais lineares não-homogêneos. Qualquer vetor, livre de 

parâmetros arbitrários, cujos elementos são funções que satisfazem o sistema 

(2.7) é uma solução particular    em um intervalo I do sistema (2.7). 

 

Teorema 2.7 (Solução Geral dos Sistemas Não - Homogêneos) Seja    uma 

solução dada do sistema não - homogêneo (2.7) no intervalo I e seja    =      + ... + 

     a solução geral no mesmo intervalo do sistema homogêneo (2.8). Então a 

solução geral do sistema não - homogêneo no intervalo é dada por: X =    +   . A 

solução    do sistema homogêneo (2.8) é chamada função complementar do 

sistema homogêneo (2.7). 

De acordo com o Teorema 2.7 a solução geral do sistema não-homogêneo 

(2.7),   ( ) = A(t)X (t) + F(t), é dada por: X(t) =   (t) +     (t) + . . . +     (t), onde   , 

...,    são as soluções do sistema homogêneo (2.8) e   (t) é uma solução particular 

do sistema de equações diferenciais não – homogêneo. 

 

Exemplo 2.5 Considere o seguinte sistema não-homogêneo: 

 

 

                                                                                                                              (2.12) 

 

 

no intervalo I = ( ∞, ∞). Escrevendo na forma matricial temos: 

 

onde 
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É fácil verificar que                                        

 

 

é uma solução particular do sistema não-homogêneo (2.12) no intervalo I. A solução 

complementar de (2.12) no mesmo intervalo é a solução geral de 

 

dada por: 

 

Logo, pelo Teorema 2.7, 

 

é a solução geral de (2.12) no intervalo I. 

 

2.3 REDUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO DIFERENCIAL ORDINÁRIA DE ORDEM N A 

UM SISTEMA DE N EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS LINEARES DE 

PRIMEIRA ORDEM 

 

Dada uma equação diferencial ordinária linear de ordem n, podemos 

representar como um sistema de n equações diferenciais de primeira ordem. Vamos 

considerar uma equação diferencial ordinária linear de ordem n na sua forma 

padrão: 

                                                                                                                              (2.13) 

com as condições iniciais:  (  )       
 (  )          

(   )(  )        Seja    = y,    

=    , . . . ,    =  (   ), então a equação diferencial (2.13) pode ser representada pelo 

seguinte sistema de n equações diferenciais ordinárias de primeira ordem: 
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Assim, temos as seguintes condições iniciais: 

 

 

 

Portanto, resolver uma Equação diferencial ordinária de ordem n equivale a 

resolver um sistema de n Equações diferencial ordinárias lineares de primeira 

ordem. 

 

Exemplo 2.6 Consideremos a equação diferencial ordinária de terceira ordem, dada 

por: 

                                                                                                                              (2.14) 
 

Fazendo, a seguinte mudança devariável, temos:               

     assim, podemos reescrever o sistema (2.14), como um sistema de primeira 

ordem: 
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A seguir, vamos apresentar um exemplo de um sistema linear envolvendo 

derivadas de ordem superior reduzido a um sistema linear de primeira ordem. 

 

Exemplo 2.7 Consideremos o sistema de equações diferenciais lineares de segunda 

ordem: 

 

                                                                                                                              (2.15) 

 

 

Fazendo, a seguinte mudança de variável, temos:    = y,    =    ,    = z e    = 

  , então    
 =   ,   

 =    ,   
 =    e   

  =    , assim, podemos reescrever o sistema 

(2.15), como um sistema de primeira ordem: 

 

 

 

2.4 SISTEMAS COM COEFICIENTES CONSTANTES 
 

2.4.1 Sistemas homogêneos 
 

Nesse momento, vamos considerar os sistemas lineares homogêneos com 

coeficientes constantes dado por: 

 

 

 

                                                                                                                   (2.16) 

 

 

 

Para t   I, onde aij     para todo 1 ≤ i, j ≤ n. O sistema acima pode ser escrito 

da forma: 
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 ( )     ( )  

                                                                                                                              (2.17) 

 

onde A é a matriz n × n dos coeficientes do sistema, X um vetor de dimensão 

n cuja as entradas são funções que variam com t. 

Teorema 2.8 Seja A uma matriz n × n. Então o problema de valor inicial 

 

 

                                                                                                                              (2.18) 

 

tem uma única solução dada por 

 

Demostração:  

 

Pela Proposição 1.3 temos que: 

Assim, se 

 

Além disso, pela Proposição 1.2,                     assim: 

Portanto,                               é solução do sistema (2.18). 

Suponha que Y = Y(t) seja também solução do sistema (2.18). Definimos: 

 

Então 

 

Assim, Z(t) é constante em relação ao tempo. Além disso, Z(0) = Y(0) = Xo     . 

Logo, 

 

Pela Proposição 1.3,           é a inversa da matriz         . Portanto, 
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Cálculo das soluções usando autovalores 

 

De acordo com a seção anterior para se ter a solução do sistema (2.18) é 

preciso calcular         . 

A seguir desenvolvemos o método de autovalores que leva para esse cálculo.  

Seja λ um autovalor da matriz A associado a um autovetor v. De acordo com 

a Definição 1.10, temos:  

                                                                                                                              (2.19) 

Agora, vamos mostrar que: 

                                                                                                                   (2.20) 

é solução do problema (2.17). Temos que: 

 

Multiplicando        em ambos os membros da equação (2.19), segue que: 

 

De acordo com (2.20), temos: 

 

Portanto, verificamos que é                       solução do sistema (2.17). 

 

Suponha que a matriz A possua um conjunto completo de n autovetores 

v1, v2, ..., vn que são linearmente independentes. Seja λ1, λ2,..., λn os autovalores 

correspondentes. Como visto acima as funções 

 

são soluções do problema (2.17). Para mostrar que estas soluções constituem um 

conjunto fundamental, calculamos o respectivo wronskiano: 
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Como a função exponencial nunca se anula e os vetores v1, v2, ..., vn são 

linearmente independentes, o produto acima não é nulo. Dessa forma, 

X1, X2,..., Xn constituem um conjunto fundamental de soluções. Assim, pelo 

Teorema 2.6, a solução geral do sistema (2.17) é: 

 

                                                                                                                              (2.21) 

 

Nesse momento, vamos estudar os diferentes casos que dependem se os 

autovalores são: reais e distintos, multiplicidade maior que 1 ou complexos. 

 

Autovalores Reais Distintos: Se a matriz A, n × n possui n autovalores reais 

distintos             , sejam   ,   , . . . ,    os n autovetores linearmente 

independentes, então, a solução geral de (2.17) no intervalo ( ∞,∞) é dado por: 

         
 
         

 
               

     com         . . . ,    constantes. 

 

Exemplo 2.8 Encontre a solução geral do sistema: 

 

                                                                                                                              (2.22) 

 

 

Resolução: 

 

Seja A = 0
       
       

1 e X = 0
  

  
1, então o sistema (2.22) pode ser escrito na forma: 

  =    
 

Da equação (A - λI)v = 0, temos: 

 

 

 

 

 

                                                                                                                   (2.23) 

 

Logo, os autovalores são:                



 
 

36 

 

Para         devemos encontrar    e    tal que: 

 

 

                                                                                                                              (2.24) 

 

Resolvendo o sistema (2.24), temos:   =    . Tomando,       , temos:   = 

1, logo o autovetor é dado por:     0
 

  
1    

 

Para       devemos encontrar    e    tal que: 

 

                                                                                                                              (2.25) 

 

Resolvendo o sistema (2.25),     
 

 
   Tomando,     , temos:     , logo 

o autovetor é dado por:     0
 
  

1. 

 

Portanto,     0 
 

   
1           0  

   
  

1      e a solução geral do sistema (2.22) é 

dada por:  ( )                  0 
 

   
1         0

   
   

 1    , onde,    e    são constantes 

reais. 

 

Autovalores de Multiplicidade k > 1: Cada autovalor,   da matriz A de ordem n×n 

tem associado um autovetor  . Se o autovalor tem multiplicidade k > 1, então ele 

pode ter menos que k autovetor linearmente independentes. Nesse caso não é 

possível encontrar um conjunto de n autovetores linearmente independentes. 

Diremos, que um autovalor tem multiplicidade k > 1 é completo se possui k autovetor 

linearmente independentes. No caso da matriz A possui autovalores completos, a 

solução geral do sistema X’ = AX  é dada por (2,21), com    podendo se repetir. 

 

Exemplo 2.9 Encontre a solução geral do sistema Xo   = AX em que 
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Resolução: 

 

Fazendo o mesmo procedimento da resolução do Exemplo 2.8, podemos 

encontrar os seguintes autovalores e autovetores: λ1 = λ2 = -1, λ3 = 5, 

 

Neste caso, o autovalor λ1 = -1 tem multiplicidade 2 e é completo, assim, 

temos dois autovetores v1 e v2 linearmente independentes correspondentes a λ1 = -

1. Como A possui três autovetores linearmente independentes, a solução geral é: 

 

 

 

Autovalores de Multiplicidade 2: Seja   um autovalor de multiplicidade 2 associado 

a um único autovetor v. Além da solução    =      uma segunda solução 

linearmente independente pode ser obtida fazendo, 

 

                                                                                                                              (2.26) 

 

                                                                                                                              (2.27) 

 

Agora, vamos substituir (2.26) e (2.27) no sistema X’   AX. Então, obtemos: 

 

                                                                                                                              (2.28) 

 

Como a equação (2.28) deve ser válida para todo t, os vetores K e P devem 

satisfazer as seguintes equações: 

                                                                                                                              (2.29) 

                                                                                                                              (2.30) 

 

A equação (2.29) estabelece que K deve ser um autovetor associado a λ. 

Resolvendo (2.29), temos uma solução X  =     . Sabendo o valor de K a equação 

(2.30) permite determinar o vetor P. 



 
 

38 

 

Autovalores de Multiplicidade 3: Seja   um autovalor de multiplicidade 3 associado 

a um único autovetor  . Além da solução    =        uma segunda solução 

linearmente independente pode ser obtida fazendo, 

 

                                                                                                                               

E uma terceira solução linearmente independente é obtida fazendo, 

                                                                                                                              (2.31) 

 

Substituindo (2.31) no sistema X’   AX, obtemos as seguites equações: 

 

 

                                                                                                                              (2.32) 

                                                                                                                              (2.33) 

                                                                                                                                          (2.34) 

 

Os vetores K, P e Q devem satisfazer (2.32), (2.33) e (2.34). 

 

Autovalores Complexos: Se a matriz A possui n autovalor complexos e distintos, , 

então existem n autovetores linearmente independentes. Uma vez 

que a matriz A é real, os autovalores complexos surgem em pares de autovalores 

conjugados. Assim,        e  ̅       formam um par de autovalores 

conjugados. Seja v um autovetor associado a λ, então, (A - λI)v = 0 e tomando 

o complexo conjugado desta equação obtemos: (A -  ̅I ) ̅ = 0. Assim,  ̅ é o 

autovetor associado ao autovalor  ̅. Se         , então  ̅        . A 

solução complexa associada ao par (λ, v) é dada por: 

 
ou seja, 

 

 

Teorema 2.9 (Soluções Correspondentes a Autovalores Complexos) Seja A a matriz 

de coeficientes com elementos reais do sistema homogêneo (2.17) e seja v um 
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autovetor correspondente ao autovalor complexo        , p e q reais, então 

    
   e  ̅   

 ̅  são soluções do sistema (2.17). 

 

Teorema 2.10 (Soluções Reais Correspondentes a Autovalores Complexos) Seja 

       um autovalor complexo da matriz de coeficientes A no sistema (2.17) e 

seja           o autovalor associado a  , então       ( )      (     (  )  

      (  ))       ( )      (     (  )        (  )) são soluções linearmente 

independentes do sistema (2.17) no intervalo ( ∞ ∞).  

A parte real e a parte imaginária de          são soluções da equação, 

deste modo obtemos duas soluções reais, linearmente independentes. 

 

De fato, se X é solução, temos: 

 

Logo,                                                     

Assim, mostramos que a parte real e a parte imaginária da solução complexa 

são soluções reais da equação. 

 

Exemplo 2.10 Encontre a solução geral do sistema   = AX em que 

  [
                 
              
              

] 

 

Resolução: Fazendo o mesmo procedimento da resolução do exemplo 2.8, 

podemos encontrar os seguintes autovalores e autovetores:  1       2          3        

 

 

 

 

Portanto, a solução geral complexa é dada por: 

 



 
 

40 

 

onde           são constantes. 

Assim, 

 

Ora, a parte real e a parte imaginária desta solução complexa são soluções 

reais, linearmente independentes, portanto a solução geral real é dada por: 

 

 

 

onde,   ,    e    são constantes reais. 

 

2.4.2 Sistemas lineares não homogêneos: variação de parâmetros 

 

Nesta seção vamos estudar uma versão matricial do método da variação de 

parâmetros para um sistema linear não-homogêneo de n equações diferenciais 

de primeira ordem e n incógnitas. 

Seja A uma matriz n x n com coeficientes constantes. Se    ( )   = 1, 2, . . . , n 

forem n soluções linearmente independentes do sistema homogêneo X’ = AX no 

intervalo I, então a solução geral é dada por: 

 

ou  

 

Podemos então dizer que a solução geral pode ser representada na forma 

matricial por: X( )   Φ( )C, onde: 
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Chamamos a matriz Φ de matriz fundamental do sistema       no 

intervalo I. 

 

Propriedade 2.1 Propriedades da Matriz Fundamental 

 

(a) Uma matriz fundamental Φ é não singular. 

(b) Se Φ é matriz fundamental do sistema X’   AX, então Φ ( )      ( ). 

   Agora, vamos considerar o seguinte sistema não-homogêneo: 

                                                                                                                              (2.35) 

                                                                                                                                                                                                    

 De forma análoga ao procedimento do método da variação de parâmetros 

para uma equação diferencial de ordem n, vamos determinar uma solução particular 

variando a matriz de constantes, C, logo, temos que determinar 

 

                      

 

 

de tal forma que:     ( ) ( ) seja uma solução particular do sistema não-

homogêneo (2.35). 

 Derivando    temos:                                                       e substituindo na 

equação (2.35) temos:                                                                                           mas 

pela Propriedade 2.1 item (b)                            assim,  

 

 

 

Logo,  
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De acordo com a Propriedade 2.1 item (a), Φ é não - singular e portanto existe 

   . Então, 

                                                                                                                              (2.36) 

 
Integrando (2.36), temos:  

 

Como    Φ( ) ( ) podemos concluir que uma solução particular do sistema não-

homogêneo   ( )    ( )   ( ) é  

                                                                                                                              (2.37) 

 

Como procuramos uma solução particular qualquer, não é necessário usar 

uma constante de integração no cálculo da integral ∫ Φ  ( )  ( )    Para calcular a 

solução geral do sistema não-homogêneo, X =   +   , vamos integrar cada entrada 

a matriz coluna     (t)F(t) em (2.37), assim, temos: 

 

 

Exemplo 2.11 Encontre a solução geral do sistema não homogêneo: 

 

 

                                                                                                                              (2.38) 

 

Resolução: Primeiramente, vamos apresentar o sistema (2.38) na sua forma 

matricial: 

 

Agora, vamos resolver o seguinte sistema homogêneo,     0
          
           

1  . 

Os autovalores da matriz são:               5 e os autovetores são:  

 

 

 

Portanto, a matriz fundamental do sistema é Φ(t) = [                 

               
].  
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Logo, Φ    (t) =  [

 

 
        

 

 
    

   
 

  
      

 

 
   

]                  

 

Assim, a solução particular do sistema (2.38) é dada por: 

 

ou seja, 

 

 

Então, a solução geral do sistema (2.38) é dada por: 

 

 

 

 

 

Problema de Valor Inicial: Consideremos o problema de valor inicial, 

 

                                                                                                                              (2.39) 

 

A solução geral do sistema não - homogêneo (2.39) pode ser escrita da seguinte 

forma: 

 

Os limites de integração foram escolhidos de tal modo que a solução 

particular anula-se no instante inicial, t =   . Fazendo, t =    em (2.39), temos: X(  ) = 

Φ(  )C, assim, C = Φ   (  )  . Então, a solução do problema de valor inicial (P V I) é 

dada por: 

 

                                                                                                                              (2.40) 
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Exemplo 2.12 Resolva o     

 

 

                                                                                                                              (2.41) 

 

 

 

Resolução: Primeiramente, vamos apresentar o sistema (2.41) na sua forma 

matricial: 

 
onde 

 

Agora, vamos resolver o seguinte sistema homogêneo,      . Os 

autovalores e os autovetores da matriz A são:   = -2,   = 0
 

   
1 e    = 5,    = 0 

 
 
 1. 

Logo, a matriz fundamental é dada por: 

 

 

 

 

                                                                                

e 

 

Então, 

 

e 

 

Além disso,  
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Agora, vamos calcular as seguites integrais: 

 

para obter a solução geral do PVI. 

Portanto, de acordo com a equação (2.40), temos: 

 
ou seja, 

 

Enfim, obtemos a solução do problema do valor inicial, dada por: 
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3 APLICAÇÕES 

 

modelagem de muitos problemas que aparecem na Física, na 

Engenharia, na Química e em outras áreas, resultam em um sistema de 

equações diferenciais. Neste capítulo vamos apresentar alguns exemplos 

desse tipo de problema. Os problemas que vamos resolver podem ser 

encontrados em [7], [10] e [20]. 

 

3.1 PROBLEMAS DE SISTEMA MASSA MOLA 

 

Considere um corpo de massa m preso a uma das extremidades de uma mola 

horizontal cuja outra extremidade está fixa, conforme a figura 3.1. O sistema possui 

um ponto de equilíbrio onde definimos a origem do sistema de coordenadas. 

 

 

 

Segundo a Lei de Hooke, ao empurrarmos o corpo preso à mola até uma 

posição x > 0 surge uma força restauradora proporcional a distância em relação ao 

ponto de equilíbrio e no sentido contrário do deslocamento,       k , que tenta trazê-

lo de volta para a situação inicial. À medida que afastamos o corpo de massa m da 

posição de equilíbrio, a intensidade da força restauradora vai aumentando. Se 

puxarmos o corpo de massa m para a esquerda da posição   = 0, uma força de 

sentido contrário e proporcional ao deslocamento   surgirá tentando mantê-lo na 

posição de equilíbrio. 

Na sequência vamos usar a segunda Lei de Newton: 

 

CAPÍTULO 3 

A 
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Segunda Lei do movimento de Newton: A força resultante que atua sobre um 

corpo é igual à taxa de variação do momento deste corpo em relação ao tempo, ou, 

para uma massa constante, 

 

onde F é a força resultante que atua sobre o corpo e   é a velocidade do corpo, 

ambas no instante de tempo t. 

Se as forças de atrito, tanto entre as superfícies de contato como do meio 

externo (resistência do ar) forem desprezadas,    será a única força atuando sobre o 

sistema, logo, pela Segunda Lei de Newton, 

 

ou seja, 

 

                                                                                                                              (3.1) 

 

A equação diferencial de segunda ordem (3.1), descreve o movimento do 

corpo preso à mola. Agora, considerando as condições iniciais:  (0) = 0 posição 

inicial e  (0) =   velocidade inicial, temos o seguinte problema de valor inicial (   ): 

 

 

                                                                                                                              (3.2) 

 

 

 

O problema (3.2) pode ser transformado em um sistema de equações 

diferenciais lineares de primeira ordem. Seja   a velocidade do corpo, ou seja, 

  
  

  
  assim, o problema (3.2) pode ser representado por: 

 

 

 

                                                                                                                     (3.3) 
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Escrevemos o sistema (3.3) da seguinte forma: 

 

 

 

Seja   a frequência circular do movimento harmônico simples, temos:   = 
 

 
. 

Logo o sistema (3.3), pode ser escrito da seguinte forma: 

 

ou ainda, 

 

onde A é a matriz dos coeficientes: A = 0
          
      

 1,     0
   
 

1 e     [
     
  

]. 

Agora, vamos determinar os autovalores da matriz A. Usando a definição 

1.10, temos que encontrar λ tal que    (A     )      +   = 0. Assim, os autovalores da 

matriz A são:   =    e         . 

Para      =   , temos:   =  0 
 
  

 1             temos:   = 0  
 

   
  1  

Portanto, a solução geral complexa é: 

 

com         constantes complexas. Vamos considerar a seguinte solução complexa 

associada a           0 
 
  

 1:  

 

 Como, p = 0, segue do Teorema 2.10 que a solução geral é dada por: 

 
 

Assim, 

 
 

Substituindo as seguintes condições iniciais,  ( )       ( )       temos: 
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Portanto, a função posição do móvel é dada por: 

 

Sistema massa-mola com duas massas e três molas 

 

A seguir, vamos descrever um sistema de massa-mola com duas massas    

e    e três molas com coeficientes de elasticidades   ,    e   . 

 

Sejam   (t),   (t)     e para essa situação temos:    >   , os deslocamentos das 

massas em relação às suas posições de equilíbrio no instante t. Vamos isolar    e     

e considerar todas as forças que atuam nas mesmas conforme a figura 3.2, ao aplicarmos a 

Segunda Lei de Newton em cada uma das massas, obtemos as seguintes equações 

diferenciais: 

 

 

 

                                                                                                                                (3.4) 

 

 

ou 

 

 

                                                                                                                     (3.5) 
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O sistema (3.5) pode ser transformado num sistema de equações diferenciais 

lineares de primeira ordem. Sejam   ,    as velocidades dos corpos com massa    e 

  , ou seja,    = 
   

  
  e     = 

   

  
, assim, o sistema (3.5) pode ser representado 

por: 

 

 

 

 

                                                                                                                     (3.6) 

 

 

 

 

Agora, vamos considerar o sistema (3.6) com as seguintes condições iniciais: 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                 

 

 

 

Exemplo 3.1 Considerando o sistema Massa Mola da figura 3.2, com   (t) =   (t) = 

0, nesse caso não temos forças externas atuando sobre as massas, temos: 

 

 

 

 

                                                                                                                     (3.7) 
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Escrevemos o sistema (3.7) na forma matricial: 

 
 

onde 

 

 

 

Logo, a solução do sistema (3.7) é dada por: X(t) =       . 

 

Exemplo 3.2 Suponha agora que o sistema massa-mola esteja sujeito à força de 

atrito entre a superfície e os corpos e que essa força seja proporcional às 

velocidades dos corpos. Neste caso, teríamos que acrescentar dois termos da forma 

    
  e     

  respectivamente na primeira e segunda equação do sistema (3.4). 

Assim, temos o sistema: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                     (3.8) 

 

 

 

 

 



 
 

52 

 

Escrevemos o sistema (3.8) na forma matricial: 

 

 

onde, 

 

 

 

 

De acordo com o Teorema 2.7, a solução do sistema (3.8) é dada por: X(t) = 

  +   . Onde  X  é uma solução particular do sistema não – homogêneo e X  é a 

solução geral do sistema homogêneo correspondente.  

 

Exemplo 3.3 Resolva o sistema (3.7) considerando    =   = 1,   =   =    = 1, 

sabendo que nenhuma força externa age sobre as massas e que as duas massas 

estejam inicialmente nas suas posições de equilíbrio com as seguintes velocidades 

  
 (0) = 1 e   

 ( )       

 

Resolução: 

 

Sejam   (0) =   (0) = 0 as posições de equilíbrio, então temos o seguinte 

sistema: 
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                                                                                                                     (3.9) 

 

 

 

 

 

O sistema (3.9), pode ser escrito da seguinte forma: 

 

 

onde  

 

 

 

Agora, vamos determinar os autovalores da matriz  . Usando a definição 

1.10, temos que encontrar   tal que det (      )               Assim, os 

autovalores da matriz A são:                 √           √   e os autovetores 

associados são:  

   (       )    (         )     (     √     √  )      (       √    √  )    

Portanto, temos:  
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Logo, a solução geral do sistema (3.9) é dada por: 

 

Usando as condições iniciais do sistema (3.9), temos: 

 

 

3.2. PROBLEMAS DE DILUIÇÃO                                                                                                        

 

Exemplo 3.4 Suponha que numa indústria, dois tanques estão interligados conforme 

a figura a seguir.  

 

 

 

No instante de tempo t = 0, o tanque 1 contém 10 litros de água pura e o 

tanque 2 contém 20 litros de uma mistura de água com 12 litros de vinho. A água 

pura está sendo constantemente bombeada para dentro do tanque 1 a uma taxa de 

10 litros por minuto, as misturas de água com vinho são trocadas entre os dois 

tanques: passa do tanque 1 para o tanque 2 a uma taxa de 16 l /min. e do tanque 2 

para o tanque 1 a uma taxa de 6 l /min. A mistura escoa do tanque 2 para fora a uma 

taxa de 10 litros por minuto. Encontre a quantidade de vinho em cada tanque no 

instante de tempo t. 
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Resolução:  

 

Sabemos que a quantidade de líquido que entra em cada tanque é igual à 

quantidade que sai, assim, o volume da mistura em cada tanque permanece 

constante. Então o tanque 1 contém sempre 10 litros de mistura e o tanque 2 

contém sempre 20 litros de mistura. Sejam   (t) a quantidade de vinho no tanque 1 

no instante t e   (t) a quantidade de vinho no tanque 2 no instante t. 

    As taxas de variação instantânea da quantidade de vinho em cada tanque são 
respectivamente: 
 

 
 

   Cada uma dessas taxas deve ser igual à diferença entre a taxa à qual o vinho 

está entrando menos a taxa à qual o vinho está saindo do respectivo tanque. Logo, 

no tanque 1, a taxa de entrada de vinho é igual à: 

 

Enquanto que a taxa de saída do vinho é igual à: 

 

Portanto, 

 

 

No tanque 2, a taxa à qual o vinho está entrando é igual a: 

 

 

 

Enquanto que a taxa à qual o vinho está saindo é igual a: 
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Portanto, 

 

 

As condições iniciais são:   (0) = 0l e   (0) = 12l, segue que as quantidades 

de vinho em cada tanque no instante de tempo t, podem ser obtidas resolvendo o 

seguinte PVI: 

 

 
 

                                                                                                                   (3.10) 

 

 

 

Podemos escrever o sistema (3.10) da seguinte forma: 

 

 

 

A matriz formada pelos coeficientes é dada por: 

 

 

Os autovalores da matriz A são:    =  
   

 
,         e os autovetores associados 

são:   = (
 

  
  ) e   = (  

 

 
 ,1). 

De acordo com a definição 2.4 os dois autovetores são linearmente 

independentes, então pelo Teorema 2.6, a solução geral do sistema (3.10) é dada 

por: 
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ou seja,  

 
                                                                                                                              (3.11) 

                                                                                                                             (3.12) 

 

Substituindo as seguintes condições iniciais   (0) = 0 na equação (3.11) e 

  (0) = 12 na equação (3.12), temos: 

 
                                                                                                     (3.13) 

 
Resolvendo o sistema (3.13), temos:   = 9 e    = 3, portanto a solução do PVI 

é dada por: 

 

 
 

Exemplo 3.5 Considere dois tanques interligados como na figura 3.5. O tanque 1 

contém, inicialmente, 30 gal de água e 25 oz de sal, e o tanque 2 contém, 

inicialmente, 20 gal de água e 15 oz de sal. Entra no tanque 1 uma mistura de água 

contendo 1 oz de sal por galão a uma taxa de 1,5 gal/min. A mistura flui do tanque 1 

para o tanque 2 a uma taxa de 3 gal/min. Entra, também, no tanque 2, vinda de fora, 

uma mistura de água contendo 3 oz de sal por galão a uma taxa de 1 gal/min. A 
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mistura escorre do tanque 2 a uma taxa de 4 gal/min e parte dela volta para o 

tanque 1 a uma taxa de 1, 5 gal/min, enquanto o restante deixa o sistema. 

 

 

(a) Determine o sistema de equações diferenciais de primeira ordem que descreve 

as quantidades de sal   (t) e   (t), nos tanques 1 e 2, em função do tempo. 

(b) Resolva o sistema encontrado no item (a), determinando   (t) e   (t). 

 

(a) Resolução: 

 

Observamos que os volumes do tanque 1 e 2 não mudam com o tempo, pois, 

estão em equilíbrio, a quantidade de solução que entra é igual à quantidade que sai 

dos tanques. Agora, sejam   (t) a quantidade de sal no tanque 1 no instante t e   (t) 

a quantidade de sal no tanque 2 no instante t. Assim, a concentração de solução nos 

tanques 1 e 2 em cada instante é dada por:  
   ( )

  
 e 

   ( )

  
  respectivamente. 

  A taxa de variação instantânea da quantidade de sal em cada tanque é igual a 

taxa de entrada menos a taxa de saída, assim temos: 

 

 

 

                                                                                                                   (3.14) 

 

 

Portanto, temos o seguinte PVI, formado pelo sistema de equações 

diferenciais linear não-homogêneo: 
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                                                                                                                   (3.15) 

 

 

 

Podemos escrever o sistema (3.15) da seguinte forma matricial: 

 

 

 

ou ainda, 

 

 

 

Com 

 

 

  

 

(b) Resolução:  

 

    Primeiramente, vamos resolver o sistema homogêneo associado, 

 

                                                                                                                   (3.16) 
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Os autovalores da matriz A são:   =  
 

  
 ,    = 

 

 
  e os autovetores 

associados são:    .  
 

 
/ e    (    )  

De acordo com a definição 2.4 os dois autovetores são linearmente 

independentes, então pelo Teorema 2.6, a solução do sistema homogênea (3.16) é 

dada por: 

 
     

 Nesse momento, vamos usar o método de variação de paramêtros para 

determinar uma solução particular. A matriz fundamental do sistema é dada por: 

 

 

 

Logo, 

 

 

 

Assim, a solução particular do sistema (3.15) é dada por: 

 

 

 

ou seja, 
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Então, a solução geral do sistema (3.15) é dada por: 

 

ou seja, 

 

                                                                                                                              (3.17) 

                                                                                                                         

                                                                                                                              (3.18) 

 

Substituindo as seguintes condições iniciais   (0) = 25 na equação (3.17) e 

  (0) = 15 na equação (3.18), temos: 

 

 

                                                                                                                              (3.19) 

 

Resolvendo o sistema (3.23), temos:      
   

 
  e    

  

 
, portanto a solução 

geral do PVI é dada por: 

 

 

3.3 PROBLEMAS DE CIRCUITOS ELÉTRICOS 

 

Primeiramente, vamos apresentar alguns conceitos básicos necessários para 

a abordagem de problemas sobre circuito elétrico. 

A Teoria de circuitos elétricos envolvendo indutores de indutância L, 

resistores de resistência R e capacitores de capacitância C, onde L é dado em 

henrys, R em Ohms e C em farads, baseia-se nas leis de Kirchhoff. 

Assim, temos: 

(a) Lei dos nós: o fluxo total de corrente atravessando cada nó (ou junção) é zero; 
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(b) Lei das malhas: a diferença de tensão total em cada laço (ou malha) fechado é 

zero. 

Além disso, temos outras relações importantes: 

 

(1) A Intensidade da corrente elétrica é a taxa de variação da carga elétrica Q em 

relação ao tempo t que atravessa uma seção transversal de um condutor. Assim, 

temos: 

 

(2) A lei de Ohm, estabelece que a diferença de potencial V nos terminais de um 

resistor de resistência R submetido a uma intensidade da corrente I, é dada por: 

 

 

 

(3) A capacitância C de um capacitor submetido a uma carga elétrica Q, com uma 

diferença de potencial entre as placas indicada por V, é dada por: 

 

 

 

 

(4) A indutância   de um indutor é uma constante relacionada com a diferença de 

potêncial   e com a taxa de variação da intensidade da corrente elétrica em relação 

ao tempo 
  

  
. Assim, temos: 

 

 

Se E = E(t) é a diferença de potencial da fonte de alimentação e I = I(t) é a 

intensidade da corrente elétrica, então, temos: 

 

(5)    é a diferença de potencial nos terminais do indutor:  
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(6)    é a diferença de potencial nos terminais do resistor: 

 

 

 

(7)    é a diferença de potencial nos terminais do capacitor: 

 

 

 

Assim, usando as leis de Kirchhoff, quando for fechado o interruptor, temos: 

 

 

 

ou seja, 

 

 

 

Se E(t) é constante e derivarmos em relação à variável t, temos: 

 

 

Se E(t) é uma função diferenciável da variável t,temos: 
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Exemplo 3.6 Considere o circuito da figura 3.6. Sejam   ,    e    as correntes que 

passam no capacitor, resistor e indutor, respectivamente. Analogamente, sejam   , 

   e    as diferenças de tensão correspondentes. Onde arbitrariamente tomamos os 

sentidos destas correntes como sendo aquele indicado pelas três setas. 

 

Então, pela lei dos nós, temos: 

                                                                                                                  (3.20) 

 

E pela lei das malhas, temos: 

 

                                                                                                                    (3.21) 

                                                                                                                    (3.22) 

 

Agora vamos usar as seguintes relações: 

 

                                                                                                                    (3.23) 

 

                                                                                                                    (3.24) 

 

                                                                                                                   (3.25) 

 

Substituindo (3.23) e (3.24) em (3.20) temos: 

 

                                                                                                                              (3.26) 
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 Usando (3.21) e (3.22) em (3.25) e (3.26) temos o seguinte sistema de 

equações diferenciais: 

 

 

                                                                                                                              (3.27) 

 

 

 

Assim, a relação entre a corrente no indutor e queda de tensão no capacitor é 

dada pelo sistema (3.27). 

 

Exemplo 3.7 Considere o circuito elétrico da figura 3.6, onde I é a corrente 

passando pelo indutor e V é a queda de voltagem através do capacitor.  

(a) Mostre que os autovalores da matriz de coeficientes do sistema (3.31) são reais 

e distintos se L >     , complexos conjugados se L >      e reais iguais se L > 

    . 

(b) Suponha que    
 

 
                             Encontre a solução geral 

do sistema (3.27). 

(c) Encontre I(t) e V (t) se I(0) = 2 ampères e V (0) = 1 volt. 

 

(a) Resolução: 

Ora, podemos escrever o sistema (3.27) da seguinte forma matricial: 

 

 

 

A matriz formada pelos coeficientes é dada por: 

 

 

 

Usando a definição 1.10, temos que os autovalores da matriz A são os   tal 

que     
 

  
  

 

  
  . 

Quando    .
 

  
/
 
  

 

  
    temos autovalores reais e distintos, logo: 
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Quando   < 0, temos autovalores complexos conjugados, logo: 

 

 

 

Quando   = 0, temos autovalores reais iguais, logo: 

 

 

 

(b) Resolução: Agora, vamos supor que   
 

 
                             

Substituindo esses valores no sistema (3.27), temos: 

 

 

 

                                                                                                                              (3.28) 

 

 

Assim, podemos escrever o sistema (3.28) da seguinte forma matricial: 
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A matriz formada pelos coeficientes é dada por: 

 

 

 

   Agora, vamos determinar os autovalores da matriz A. Pela definição 1.10, 

devemos encontrar   tal que    (A   )              , ou seja, (   )² = 0. Temos 

que   =        é uma raiz de multiplicidade 2. Para esse resultado, temos o único 

autovetor:    =0
         
  

1. Neste caso, para o autovalor         de multiplicidade 2 está 

associado um único autovetor,   , logo temos apenas a solução: 

 

Desejamos encontrar a solução geral do sistema (3.28), então vamos 

encontrar uma segunda solução da forma: 

 

                                                                                                                                          (3.29) 
 

onde K e P são vetores linearmente independentes.  

Sabemos que      . Para obter P usamos que: 

 

 

 

Seja,    0
         

 
1, temos: 

 

 

 

Assim, formamos o seguinte sistema: 
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Notamos que o sistema possui equações equivalentes, então existem infinitas 

soluções a e b. Escolhendo a = 1 temos: b = 0. Logo, P =0
        

 
1. Assim, de (3.29), 

obtemos: 

 

 
 

Portanto, a solução geral do sistema (3.28), é dada por: 

 

                                                                                                                              (3.30) 

 

Da equação (3.30), temos: 

 

                                                                                                                              (3.31) 

 

                                                                                                                              (3.32) 

 

(c) Resolução: 

 Agora, vamos encontrar  ( )    ( ) para as seguintes condições iniciais: 

 ( )                  ( )            

Assim, podemos escrever o seguinte PVI: 

 

 

                                                                                                                                          (3.33) 

 

 

 

Substituindo,   (0) = 2 em (3.31) e   (0) = 1 em (3.32), temos: 
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Assim,            = 3. Portanto, a solução geral do sistema (3.33) é dada por: 

 

 

 

3.4 PROBLEMA DE LANÇAMENTO DE CORPOS 
 

Nesta seção, vamos estudar o problema de lançamento de corpos 

verticalmente para cima. 

 

Considere um corpo de massa m. Consideremos a origem no ponto de 

lançamento e orientemos o eixo com sentido positivo para cima. Denotemos x(t) a 

distância da massa em relação a origem O no instante t e v(t) a velocidade do corpo 

no instante de tempo t. Note que temos duas forças atuando sobre o corpo, a força 

de gravidade dada por mg e a força de resistência do ar, a qual assumimos 

proporcional a velocidade, dada por  kv, onde k ≥   é a constante de 

proporcionalidade. Essas forças atuam na direção negativa (para baixo), a força 

resultante que atua sobre o corpo é dada por:       g   k . Aplicando a Segunda 

Lei de Newton, temos: 
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A equação (3.34) pode ser transformada no seguinte sistema de equações 

diferenciais lineares de primeira ordem: 

 

 

 

                                                                                                                               (3.35) 

 

 

 

 

Onde    é a velocidade inicial e x(0) = 0 significa que o corpo está inicialmente na 

origem. 

O sistema (3.25) pode ser escrito da forma:  

 

 

onde 

 
Primeiramente, vamos resolver o sistema homogêneo associado, 

 

 

                                                                                                                              (3.36) 

 

Usando a definição 1.10, temos que os autovalores da matriz A são:    

         
 

 
  e os autovetores associados são:    0

    
     

1       [
 

  
 

 

 ]  

Para   = 0, temos:     0
    
      

1              
 

 
          = [

 

  
 

 

 ]  
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De acordo com a definição 2.4 os dois autovetores são linearmente 

independentes, então pelo Teorema 2.6, a solução homogênea do sistema (3.36) é 

dada por: 

 

 
 

Vamos usar o método de variação de paramêtros para determinar uma 

solução particular. A matriz fundamental do sistema é dada por: 

 

 

 
Logo, 

 

 
 

Assim, uma solução particular do sistema (3.35) é dada por: 

 

 
 

ou seja, 

 

 
 

Então, a solução geral do sistema (3.35) é dada por: 
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ou seja, 

 

 
 

Substituindo as condições iniciais, x(0) = 0 e v(0) =  , temos:      
 

 
 e 

      
 

 
 

   

  . 

 

Portanto, a função que descreve o movimento do corpo é dado por: 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

73 

 

                                                                                                                                                                    

 

o presente trabalho, observou-se a necessidade de modelar problemas 

aplicados em diversas áreas fazendo o uso de sistemas de equações 

diferenciais lineares, onde cada situação é resolvida usando métodos 

diferenciados para chegar a solução.  

Além disso, mostrou-se a aplicabilidade do uso dos métodos existentes para 

chegar a solução de um sitema de EDO. O resultado final alcançado pela pesquisa 

mostrou-se de acordo com o esperado, uma vez que se conseguiu resolver alguns 

problemas selecionados usando os métodos relatados nas seções da pesquisa, bem 

como, a importância de modelar sistemas de EDO. Então, através da pesquisa 

apresentada neste livro, concluímos que nossos objetivos foram alcançados. 

Futuramente, algumas modificações poderão ser realizadas, tal como: experimentos 

físicos que podem ser uma alternativa para inovar nossa pesquisa. 
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